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AVERTISSEMENT. 


Cet ouvrage, entrepris sur la demande du Conseil d’instruction 
de l’École royale polytechnique, offre le résumé des Leçons que fai 
données à cette École sur le calcul infinitésimal. Il sera composé 
de deux volumes correspondans aux deux années qui foi ment la 
durée de renseignement. Je publie aujourd’hui le premier volume 
divisé en quarante Leçons, dont les vingt premières comprennent 
le calcul différentiel, et les vingt dernières une partie du calcul 
intégral. Les méthodes que j’ai suivies diffèrent à plusieurs égards 
de celles qui se trouvent exposées dans les ouvrages du même 
genre. Mon but principal a été de concilier la rigueur, dont je 
m’étais fait une loi dans mon Cours d'analyse, avec la simplicité qui 
résulte de la considération directe des quantités infiniment petites. 
Pour cette raison, j’ai cru devoir rejeter les développemens des 
fonctions en séries infinies, toutes les fois que les séries obtenues 
ne sont pas convergentes ; et je me suis vu forcé de renvoyer 
au calcul intégral la formule de Taylor, cette formule ne 
pouvant plus être admise comme générale qu’autant que la série 
quelle renferme se trouve réduite à un nombre fini de termes, et 
complétée par une intégrale définie. Je n’ignore pas que l’illustre 
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auteur de la Mécanique analytique a pris la formule dont il s’agit pour 
Rase de sa théorie des fonctions dérivées . Mais, malgré tout le respect 
que commande une si grande autorité, la plupart des géomètres 
s’accordent maintenant à reconnaître l’incertitude des résultats 
auxquels on peut être conduit par l’emploi de séries divergentes, 
et nous ajouterons que, dans plusieurs cas, le théorème de Taylor 
semble fournir le développement d’une fonction en série conver¬ 
gente , quoique la somme de la série diffère essentiellement de la 
fonction proposée [voyez la fin de la 38/ Leçon ]. Au reste, ceux 
qui liront mon ouvrage, se convaincront, je l’espère, que les prin¬ 
cipes du calcul différentiel, et ses applications les plus importantes, 
peuvent être facilement exposés, sans l’intervention des séries. 

Dans le calcul intégral, ii m’a paru nécessaire de démontrer 
généralement l’existence des intégrales ou fonctions primitives avant 
de faire connaître leurs diverses propriétés. Pour y parvenir, il a 
fallu d’abord établir la notion d 'intégrales prises entre des limites 
données ou intégrales définies. Ces dernières pouvant être quelquefois 
infinies ou indéterminées, il était essentiel de rechercher dans 
quels cas elles conservent une valeur unique et finie. Le moyen 
le plus simple de résoudre la question est l’emploi des intégrales 
définies singulières qui sont l’objet de la 2 y c Leçon. De plus, parmi 
les valeurs en nombre infini, que l’on peut attribuer à une intégrale 
indéterminée, il en existe une qui mérite une attention particu¬ 
lière , et que nous avons nommée valeur principale. La considération 
des intégrales définies singulières et celle des valeurs principales 




AVERTISSEMENT. Vij 

des intégrales indéterminées sont très-aitiles dans la solution d’une 
fouie de problèmes. On en déduit un grand nombre de formules 
générales propres à la détermination des intégrales définies, et 
semblables à belles que j’ai données dans un Mémoire présenté à 
l’Institut en i 8 1 4 - On trouvera dans le$ Leçons 34 et 39 une 
formule de ce genre appliquée à l’évaluation de plusieurs intégrales 
définies, dont quelques-unes étaient déjà connues. 
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COURS d’analyse. 


RÉSUMÉ DES LEÇONS 

données À l’école royale polytechnique 
Par M. Augustin-Louis CAUCHY. 

CALCUL INFINITÉSIMAL. 


PREMIÈRE LEÇON. 

Des Variables, de leurs Limites , et des Qitantités infiniment petites. 


On nomme quantité variable celle que Ion considère comme devant 
recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des autres; 
On appelle au contraire quantité constante toute quantité qui reçoit une 
valeur fixe et déterminée. Lorsque les valeurs successivement attri¬ 
buées à une même variable s approchent indéfiniment d une valeur fixe, 
de manière à finir par en différer aussi peu que l’on voudra , cette 
dernière est appelée la limite de toutes les autres. Ainsi, par exemple, la 
surface du cercle est la limite vers laquelle convergent les surfaces des 
polygones réguliers inscrits, tandis que le nombre de leurs cotés croît 
de plus en plus ; et le rayon vecteur, mené du centre d’une hyperbole à 
un point de la courbe qui s’éloigne de plus en plus de ce centie, forme 
avec l’axe des x un angle qui a pour limite l’angle formé par 1 asymptote 

avec le même axe; &c.Nous indiquerons la limite vers laquelle 

converge une variable donnée par l’abréviation Uni. placée devant cette 
variable. 

Souvent les limites vers lesquelles convergent des expressions va- 
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riables se présentent sous une forme indéterminée , et néanmoins on 
peut encore fixer , à l’aide de méthodes particulières , les véritables 
valeurs de ces mêmes limites. Ainsi, par exemple, les limites dont s’ap¬ 
prochent indéfiniment les deux expressions variables 

sin et , \ Z 

-> I H- OU) y 

ot N ' 

tandis que cl converge vers zéro , se présentent sous les formes indé¬ 
terminées -, i—°° ; et pourtant ces deux limites ont des valeurs fixes 
que l’on peut calculer comme il suit. 

On a évidemment, pour de très-petites valeurs numériques de cl , 

sin a sin a. sin a. 

- > - > -• 

Sin ex. et tang et 


. . sin a 

Par conséquent le rapport —-—> toujours compris entre les deux 

. , sin et sin a T . .. 

quantités — r , et —— = cos cl , dont la première sert de 

limite à la seconde, aura lui-même l’unité pour limite. 

Cherchons maintenant la limite vers laquelle converge l’expression 


( i —H cc)“ ? tandis que cl s’approche indéfiniment de zéro. Si l’on sup¬ 
pose d’abord la quantité cl positive et de la forme m désignant 

un nombre entier variable et susceptible d’un accroissement indéfini, 
on aura 



i H— CL 








Comme, dans le second membre de cette dernière formule, les termes 
qui renferment la quantité m sont tous positifs, et croissent en valeurs 
et en nombre en même temps que cette quantité, il est clair que l’ex- 
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pression 11 H—j" croîtra elle-même avec le nombre entier m, en de¬ 
meurant toujours comprise entre les deux sommes 




et = —3 ; 

donc elle s’approchera indéfiniment, pour des valeurs croissantes de m, 
d’une certaine limite comprise entre 2 et 3. Cette limite est un nombre 
qui joue un grand rôle dans le calcul infinitésimal, et qu’on est convenu 
de désigner par la lettre e. Si i’011 prend m = 10000, on trouvera pour 
valeur approchée de e, en faisant usage des tables de logarithmes déci¬ 
maux , 



Cette valeur approchée est exacte à un dix-miliieme prèsainsi que nous 
le verrons plus tard. 

Supposons maintenant que et , toujours positif, ne soit plus de la 
forme Désignons dans cette hypothèse par m et // = m -+- 1 , les 
deux nombres entiers immédiatement inférieur et supérieur à — y 
en sorte qu’on ait 

= m = «-v, 

,fx et v étant des nombres compris entre zéro et 1 unité, L expression 


( 1 -+- et)" sera évidemment renfermée entre les deux suivantes 


(■ - 1 —à-)* [(' 





et, comme } pour des valeurs-de et décroissantes à l’infini ou, ce qui 
revient au même, pour des valeurs toujours croissantes de m et de //, 


a\ 


4 COURS d’analyse. 

les deux quantités convergent l’une et l’au- 


vers la limite e, tandis que i-t- i- - , s’approchent indéfiniment 

de la limite i , il en résulte qùe chacune des expressions 


(' 




et par suite l’expression intermédiaire ( i convergeront encore 

vers la limite e. 

Supposons enfin que et devienne une quantité négative. Si Ton fait 
dans cette hypothèse 


I —f- et ~~z: ■ 


fi sera une quantité positive, qui convergera elle-même vers zéro , et 
Ton trouvera 

(!+*) i =(i+j3) :f, = [{n-j3);] w . 

puis , en passant aux limites, 

tint ( i H— et ) ‘ e = e . 

Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable 
décroissent indéfiniment de manière à s’abaisser au-dessous de tout 
nombre donné, cette variable devient ce qu’on nomme un infiniment 
petit ou une quantité infiniment petite. Une variable de cette espèce a 
zéro pour limite. Telle est la variable et dans les calculs qui précèdent. 

Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable 
croissent de plus en plus, de manière à s’élever au-dessus de tout 
nombre donné, on dit que cette variable a pour limite l’infini positif 
indiqué par le signe oo, s’il s’agit d’une variable positive ; et l’infini 
négatif indiqué par la notation —oo, s’il s’agit d’une variable né¬ 
gative. Tel est le nombre variable m que nous avons employé ci-dessus. 
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SECONDE LEÇON. 

Des Fonctions continues et discontinues. Représentation géométrique 
des Fonctions continues. 

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles, que, 
la valeur de lune d’elles étant donnée, on puisse en conclure les valeurs 
de toutes les autres, on conçoit d’ordinaire ces diverses quantités ex¬ 
primées au moyen de l’une d’entre elles , qui prend alors le nom de 
variable indépendante ; et les autres quantités, exprimées au moyen de la 
variable indépendante, sont ce qu’on appelle des fonctions de cette variable. 

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles, que, 
les valeurs de quelques-unes étant données, on puisse en conclure celles 
de toutes les autres , on conçoit ces diverses quantités exprimées au 
moyen de plusieurs d’entre elles, qui prennent alors le nom de variables 
indépendantes; et les quantités restantes, exprimées au moyen des variables 
indépendantes, sont ce qu’on appelle des fonctions de ces mêmes va¬ 
riables. Les diverses expressions que fournissent l’algèbre et la trigono¬ 
métrie, lorsqu’elles renferment des variables considérées comme indépen¬ 
dantes, sont autant de fonctions de ces variables. Ainsi, par exemple , 

L ( x ) , sin .v, &c.. . . 

sont des fonctions de la variable x ; 

x H-/, xyz> . 

des fonctions des variables x et y, ou x, y et &c.. . .; 

Lorsque des fonctions d’une ou plusieurs variables se trouvent, comme 
dans les exemples précédens, immédiatement exprimées au moyen de 
ces mêmes variables, elles sont nommées fonctions explicites. Mais lors¬ 
qu’on donne seulement les relations entre les fonctions et les variables, 
c’est-à-dire, les équations auxquelles ces quantités doivent satisfaire, 
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tant que ces équations ne sont pas résolues algébriquement, les folie- 
tions, n’étant pas exprimées immédiatement au moyen des variables, 
sont appelées fonctions implicites . Pour les rendre explicites, il suffit de 
résoudre, lorsque cela se peut, les équations qui les déterminent. Par 
exemple, y étant une fonction implicite de v déterminée par l’équation 

L{y) = *, 

si l’on nomme A la base du système de logarithmes que l’on considère, la 
même fonction, devenue explicite par la résolution de l’équation donnée, 
sera 

y = A'. 

Lorsqu’on veut désigner une fonction explicite d’une seule variable x, 
ou de plusieurs variables x, y, £ ... , sans déterminer la nature de cette 
fonction , on emploie l’une des notations 

/M> F(*)> <p M> x M> 4 M> ^ M — &c '. 

f( x > y- Z •••)> F(x,y,z—), <P(x,y, z .). &C. 

Souvent, dans le calcul, on se sert de la caractéristique A pour indiquer 
les accroissemens simultanés de deux variables qui dépendent l’une de 
l’autre. Cela posé, si la variable^ est exprimée en fonction de la variable 
x par l’équation 

(*) y — f (*h 

A y, ou l’accroissement de y correspondant à l’accroissement Av de la 
variable v, sera déterminé par la formule 

(2) y-+-Ay =f{x-+-Ax). 

Plus généralement., si l’on suppose 

( 3 ) F{*-y) = 0 . 

on aura 

( 4 ) F {x -f- Av, y~\~ Ay) — o. 

Il ! est bon d’observer que des équations (1) et (2) réunies on conclut 

( 5 ) Ay—f(x-+-Ax)—f{. r). 
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Soient maintenant h et i deux quantités distinctes, la première finie, 
la seconde infiniment petite, et oc = le rapport infiniment petit de 

ces deux quantités. Si Ton attribue à Ax la valeur finie h, ia valeur 
de Ay, donnée par réquation (5), deviendra ce qu’on appelle la dif¬ 
férence finie de la fonction f[x ), et sera ordinairement une quantité finie. 
Si au contraire l’on attribue à A x une valeur infiniment petite, si l’on 
fait par exemple 

A x = i au h , 
la valeur de A y , savoir , 

/(*-+-*) — /(*) 011 /(*-HctA) — /(*), 

sera ordinairement une quantité infiniment petite. C’est ce que l’on vé¬ 
rifiera aisément à l’égard des fonctions 

A x , sin x , cos x, 

auxquelles correspondent les différences 

A*+‘ i — A*z={A i -i)A', 
sin (x -+- i ) — sin x =: 2 sin — cos -H 
cos (x—i) — cosx — 2 sin sin ^x-f--^ > 

dont chacune renferme un facteur A 1 —1, ou sin-^-, qui converge 
indéfiniment avec i vers la limite zéro. 

Lorsque, la fonction /(x) admettant une valeur unique et finie pour 
toutes les valeurs de x comprises entre deux limites données, la dif¬ 
férence 

/(*-+- 0 — /(x) 

est toujours entre ces limites une quantité infiniment petite , on dit 
que/(x) est fonction continue de la variable x entre les limites dont il 
s’agit. 
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On dit encore que la fonction f(x) est, dans le voisinage d’une 
valeur particulière attribuée à la variable a-, fonction continue de cette 
variable , toutes les fois quelle est continue entre deux limites, meme 
très-rapprochées , qui renferment la valeur en question. 

Enfin , lorsqu’une fonction cesse d’être continue dans le voisinage d’une 
valeur particulière de la variable x, on dit qu’elle devient alors dis¬ 
continue, et qu’il y a pour cette valeur particulière solution de continuité'. 

Ainsi, par exemple, il y a solution de continuité dans la fonction-^ 

pour x = o ; dans la fonction tang a - , pour x = dt ( 2k ~^ 1 ) _ ? 

k étant un nombre entier quelconque ; &c. 

D’après ces explications, il sera facile de reconnaître entre quelles li¬ 
mites une fonction donnée de la variable a- est continue, par rapport 
à cette variable. ( Voye% , pour de plus amples développemens, le cha¬ 
pitre II de la i. rc partie du Cours d’analyse, publié en 1821.) 

Concevons à présent que l’on construise la courbe qui a pour équa¬ 
tion en coordonnées rectangulaires y :=/*( x). Si la fonction f(x) est 
continue entre les limites x x 0 , x = X, à chaque abscisse x com¬ 
prise entre ces limites correspondra une seule ordonnée; et de plus, a- 
venant à croître d’une quantité infiniment petite A a , y croîtra d’une 
quantité infiniment petite A y. Par suite, à deux abcisses très-rapprochées 
x , at-+-Ax, correspondront deux points très-rapprochés l’un de l’autre, 
puisque leur distance ]/a at s -+- &y* sera elle-même une quantité infini¬ 
ment petite. Ces conditions ne peuvent être satisfaites qu’autant que 
les différens points forment une ligne continue entre les limites 
a zz: x o, x zz: X. 

Exemples. Construire les courbes représentées par les équations 
y — x m , y = Z-, y — A\ y = L ( x ), y = sin*, 

dans lesquelles A désigne une constante positive, et m un nombre entier. 
Déterminer les formes générales de ces mêmes courbes. 
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TROISIÈME LEÇON. 

Dérivées des Fonctions d une seule Vctiuiblc. 


Lorsque la fonction ?=/(*) reste continue entre deux limites 
données de la variable x, et que l’on assigne à cette variable une valeur 
comprise entre les deux limites dont il s'agit, un accroissement infini¬ 
ment petit, attribué à la variable, produit un accroissement infiniment 
petit de la fonction elle-même. Par conséquent, si l’on pose alors A*=», 
ies deux termes du rapport aux différences 

, a A y /(x-V-0— /(*) 

' ' A x i 

seront des quantités infiniment petites. Mais, tandis que ces deux termes 
s’approcheront indéfiniment et simultanément de la limite zéro, le rapport 
lui-même pourra converger vers une autre limite, soit positive, soit né¬ 
gative. Cette limite , lorsqu’elle existe , a une valeur déterminée , pour 
chaque valeur particulière de x ; mais elle varie avec x. Ainsi , par 
exemple, si l’on prend f{x) = x m , m désignant un nombre entier, k 
rapport entre les différences infiniment petites sera 

k-,--)’'-»" _ mx «- .+. *—• * -t- 

i 12 r 

et il aura pour limite la quantité nuf 1 , c’est-à-dire, une nouvelle fonction 

de la variable x. Il en sera de même en général ; seulement, la forme de 

.... „ /(*-*-')—/(») 
la fonction nouvelle qui servira de limite au rappor . 

dépendra de la forme de la fonction proposée y —f{x). Pour indiquer 
cette dépendance , on donne à la nouvelle fonction le nom de fonction 
dérivée, et on la désigne, à l’aide d’un accent, par la notation 
/ ou /'(*). 

Dans la recherche des dérivées des fonctions d’une seule variable x, 
U est utile de distinguer les fonctions que l’on nomme simples , et que 

Leçons de M. Cauchy, B 
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ion considère comme résultant d’une seule opération effectuée sur cette 
variable, d’avec les fonctions que l’on construit à l’aide de plusieurs 
opérations et que l’on nomme composées. Les fonctions simples que pro¬ 
duisent les opérations de l’algèbre et de la trigonométrie '[voyez I* rc 
partie du Cours d'analyse, ch. I. cr ] peuvent être réduites aux suivantes 

a x, a — v, ax, x a , A x , L(x) , 

sin v, cos x, arc sin x , arc cos * , 


A désignant un nombre constant, a = z±z A une quantité constante; 
et la lettre L indiquant un logarithme pris dans le système dont la base 
est A. Si l’on prend une de ces fonctions simples pour y, il sera facile 
en général d’obtenir la fonction dérivée y. On trouvera, par exemple , 

pour y = a-k-x,-y^-=± --- = I , / — i; 


pour y z= a x, 


pour y — — : 


A x 

i 

A jy _ 

a ( x -+- i ) — <7 x 

A x 

i - ü > 


a a 

1 

< | 

x-\-i x __ a 

A x 

i xfx-4—n 


a , y zi a ; 


pour y — sin * , -AL — JÜLjl. cos ( * i),y — cos x = sin [x -+- ?). 


pour y — cos x , —-77-^-sin (*“+—sin a* rzz cos [x -h 0. 

De plus, en posant? = et XjA'—i-t- fi et (i-{-ct) Æ :=rH-*y, on trouvera 
pour y — L (x ), ± 2 L— _._£0 ±f Qf, ;/ ___ L[e) . 


pour y — A 


A x 

— a» 


A*"—A* A'— I ,, A* 
-5-=-:- A x = - 


y- 




H*) y 




pour y — y a 7 — L. — 

A x 
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Dans ces dernières formules, la lettre e désigne le nombre 2,718 ... 

qui sert de limite à l’expression Si l’on prend ce nombre 

pour base d’un système de logarithmes, on obtiendra les logarithmes 
Népériens ou hyperboliques, que nous indiquerons toujours à l’aide de la 
lettre /. Cela posé, on aura évidemment l [e) 1, 

_ Le le l ■ 

*-* e — LA — IA IA 

et Je plus on trouvera 

pour y — l(x) y y = — » 

pour y = e* , y = e*. 

Les diverses formules qui précèdent étant établies seulement pour les 
valeurs de .v auxquelles correspondent des valeurs réelles de y t on doit 
supposer x positive, dans celles de ces formules qui se rapportent aux 
fonctions L(x), /(x), et même à la fonction **, lorsque a désigne 
une fraction de dénominateur pair, ou un nombre irrationnel. 

Soit maintenant z une seconde fonction de x, liée à la première 
yz=zf[x) par la formule 

(2) Z = F (y)- 

Z ou F ( fx') sera ce qu’on appelle une fonction de fonction de la variable 
x; et, si l’on désigne par Ax, A y, A ^ les accroissemens infiniment 
petits et simultanés des trois variables x, y, z> on trouvera 

A 7 F(y-*-Ay)— F(y) ___ y)-F(y) A y ? 

— Tx " ~~ A * 

puis, en passant aux limites, 

(3) z’ = y.F'(y) = f {x). F\fx). 

Par exemple, si l’on fait z = ay, et y = /(*), on aura z=ay'= 

A l’aide de la formule (3), on déterminera facilement les dérivées des 
fonctions simples A x ,x a , arc sin x, arc cos x, en supposant connues 


I 2 COURS d’analyse. 

celles îles fonctions L (x), sin .v, cos x. On trouvera en effet 

pour y = A x , L{y)=x, y y == A x 1 {A) 

pour y = x a , l{y) — al{x),y^-=~,y=a^ — ax a -'\ 

pour yzm arc sin x, sin/ = x , y cos y = i , y’ — -i— — 1 - ; 

pour y — arc cos x, cos y—y'x—sin y — i , y'— H-l.— - I - - 1 - .. 

' ' ' 9 s sin^y 

De plus, les dérivées des fonctions composées 

A*, e>, — 

y 

étant respectivement, en vertu de la formule (3) , 

y An {À), y e?, -21, 

les dérivées des suivantes 


A , e , séc ; 
descendront 


-, cosec a' : 


A B x l (A) I (B) , e‘ e*, — -£££-. 

v ' v ' cos* X > sin x 

Nous remarquerons,en finissant, que les dérivées des fonctions com 
posées se déterminent quelquefois aussi facilement que celles des fonc 
lions simples. Ainsi, par exemple, on trouve 


Kcos(*-*-/), ? cos 1 


pour/—tang*— cosje > A x — 7 ( CDS “<os*)“ icosxcp^-t-/), y ~7ÔF. 

cos x A y 1 fcostx-hî) cos x\ sin/ . j 

poury=cotx =-—j —- = t —^- - x —:— =~-———-» y—- 7 

1 / sin x Ax z\sin(x-t-/) sin x/ Jfiinxsin(x-w) ' sm 

et l’on en conclut 

pour y=aretang.x", tang^=.v , i, /= cos'y^x-^-, i 


pour y ni arc cor. x, cot y —- x 


1 -+-x : 



COURS d’analyse. ' 


»î 


QUATRIÈME LEÇON. 
Différentielles des Fonctions d’une seule variable. 


So.ENT toujours ,=/(*) »ne fonction de la variable .«dépendante -v, 

/ une quantité infiniment petite, et h une quantité finie. Si Ion pose 
i = a.h, a sera encore une quantité infiniment petite , et Ion aura 
identiquement 

-• Th • 

d’où i’on conclura 

+ _ /{*-*- h . 

(0 - â 

La limite vers laquelle convergé le premier membre de l’équation (.) 
tandis que la variable ce s’approche indéfiniment de zéro, la quantité h 
demeurant constante, est ce qu’on appelle la différentielle de la fonction 
y—f{x). On indique cette différentielle par la caractéristique d. ainsi 
qu’il suit : 

dy ou <//(*)• 

Il est facile d’obtenir sa valeur, lorsqu’on connaît celle de la fonction 
dérivée y ou /'(*). En effet, en prenant les limites des deux membres 
de l’équation (i), on trouvera généralement 
(a) df(x) = hf (*). 

Dans le cas particulier où f{x)=zx, l’équation (2) se réduit a 

( 3 ) d x — h. 

Ainsi la différentielle de la variable indépendante x nest autre chose 
que la constante finie /;. Cela posé , l’équation (2) deviendra 

(4) df[x) —f{x).dx, 
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ou, ce qui revient au même , 

( 5 ) , dy = y dx. 

Il résulte de ces dernières que la dérivée y = f (x) d’une fonction quel- 

dy 

conque y = f(x) est précisément égale à —j —, c’est-à-dire , au rapport 


entre la différentielle de la fonction et celie de la variable, ou, si l’on 
veut, au coefficient par iequel il faut multiplier la seconde différen¬ 
tielle pour obtenir la première. C’est pour cette raison qu’on donne 
quelquefois à la fonction dérivée le nom de coefficient différentiel. 

Différencier une fonction , c’est trouver sa différentielle. L’opération 
par laquelle on différencie s’appelle différenciation. 

En vertu de la formule ( 4 )» on obtiendra immédiatement les diffé¬ 
rentielles des fonctions dont on aura calculé les dérivées. Si l’on applique 
d’abord cette formule aux fonctions simples, on trouvera 

d(a-\-x) = dx, d[a—x)-=z—dx i d[ax)=ad x, d(~^j = — 
d[x a ) =: ax a ~ l dx ; 
d.A* — A x l{A).dx , d.e* = e*dx; 


d.L{ X )—L{e)^-, d.!(x)=^-i 
d, sin*=cosA-</*=sin [x-^-^jdx, d .cos x——du\ x d x = cos {x-\-^dx ; 


d. arc sin x — > </.arccos.v: 


d x 


O11 établira de même les équations 


J j. d x , dx 

tf.tang.viii: -, d. cot x zzz — -7-7- ; 

0 cos*x sin x 

1 , d x j d x „ 

tf. arc tang x -- > tf .arc cot x= -, 

° 1 -+-X* I-+-X* 


d. séc x z=z 


[-t-x* 
sin x dx 


d. coséc 


cos x dx 


Ces diverses équations , ainsi que celles auxquelles nous sommes 
parvenus dans la leçon précédente, ne doivent être considérées jusqu’à 
présent comme démontrées que pour les valeurs de x auxquelles corres- 
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pondent des valeurs réelles des fonctions dont on cherche les dérivées. 

En conséquence, parmi les fonctions simples, celles dont les diffé¬ 
rentielles peuvent être censées connues pour des valeurs réelles quel¬ 
conques de la variable x, sont les suivantes , 

a-\-x, a—x, ax, — , A*, e x , sin x, cos x , 

et la fonction x* , lorsque la valeur numérique de a se,réduit à un 
nombre entier ou à une fraction de dénominateur impair. Mais on doit 
supposer la variable x renfermée entre les deux limites i, —I— i, dans 
les différentielles trouvées des fonctions simples arc sin x, arc cos x, 
et entre les limites o , oo, dans les différentielles des fonctions L (v), /(x), 
et même dans celle de la fonction x a , toutes les fois que la valeur nu¬ 
mérique de a devient une fraction de dénominateur pair ou un nombre 
irrationnel. 

II est encore essentiel dobserver que, conformément aux conventions 
établies dans la i. re partie du Cours d’analyse, nous faisons usage de 
l’une des notations 

arc sin x, arc cos x, arc tang x, arc cot x, arc sec x, arc cosec x, 

pour représenter, non pas un quelconque des arcs dont une certaine 
ligne trigonométrique est égale à x, mais celui d’entre eux qui a la plus 
petite valeur numérique, ou , si ces arcs sont deux à deux égaux et de 
signes contraires, celui qui a la plus petite valeur positive; en consé¬ 
quence, arc sin x, arc tang x, arc cot x, arc cosec x, sont des arcs com¬ 
pris entre les limites-et arc cos x, arc secx, des arcs 

compris entre les limites o et vr. 

Lorsqu’on suppose yz=zf[x) et A.vz= / = a h , l’équation (i), dont 
le second membre a pour limite d /, peut être présentée sous la forme 

fi désignant une quantité infiniment petite; et ion en conclut 
[6) b.y — a,[dy+fi). 
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Soit z une seconde fonction de la variable a-. On aura de même 
Az = d , 

y désignant encore une quantité infiniment petite. On trouvera par suite 
A Z 

A y dy + f ) 

puis, en passant aux limites, 

(7) Um-^- = ±L'—X±L — 3 L. 

A y dy y‘ dx y' 

Ainsi, le rapport entre les différences infiniment petites de deux fonctions de la 
variable x a pour limite le rapport de leurs différentielles ou de leurs dérivées • 
Supposons maintenant les fonctions y et z bées par l’équation 

(8) Z — F (7). 

On en conclura 

__ F {y-*- a/)— F(y) . 

Ay A y 9 

puis, en passant aux limites, et ayant égard à la formule (7), 
-7f=jr = F'b), 

( 9 ) d Z= F'(y) dy. z’=y'F'(y). 

La seconde des équations (p) coïncide avec l’équation (3) de ia leçon 
précédente. De plus, si l’on écrit dans la première F(y) au lieu de z, 
on obtiendra la suivante 

(10) dF{y)z=. F' (y) dy, 

qui est semblable pour 1a forme à 1 équation (4), et qui sert à différencier 
une fonction de y, lors même que y n’est pas la variable indépendante. 
Exemples. d[a-\-y)—dy, d (—y) ~—dy, d [a y)=ady, de y z=z e y dy, 
Jl(y)= d -f, d.I(y‘)=lin- = *£L, d.±l(S)= JLL, &c... 

d .ax m =a d [x m ) = rnax m ~' d x, de' ”—e ’’ d[e’) = e'’ e’ d x, 


d./sin x = d -^l 


d x 


cosx d x _ d x . . 

sin x tang x ’ * tan & x s in * cos x 


>&C... 


La première de ces formules prouve que l’addition d’une constante à une 
fonction n en altère pas la différentielle , ni par conséquent la dérivée . 
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CINQUIÈME LEÇON. 

La différentielle de la somme de plusieurs fonctions est la somme de leurs 
différentielles. Conséquences de ce principe. Différentielles des fonctions 
imaginaires. 

Dans les leçons précédentes, nous avons montre comment 1 on forme 
les dérivées et les différentielles des fonctions d’une seule variable. Nous 
allons ajouter aux recherches , que nous avons faites à ce sujet, de 
nouveaux développemens. 

Soient toujours x la variable indépendante, et A xz=z cth = cLdx un 
accroissement infiniment petit attribué à cette variable. Si l’on désigne 
par s,u,v, w ... plusieurs fonctions de x, et par A s, A u, A v, A w ... les 
accroissemens simultanés qu’elles reçoivent, tandis que Ion fait croître 
x de Ax, les différentielles ds, du, dv, dw, ... seront, dapres leurs 
définitions mêmes, respectivement égales aux limites des rapports 
As A u Av Air 

<*’ cl 9 * * * * ' * 

Cela posé , concevons d’abord que la fonction s soit la somme de 
toutes les autres, en sorte qu’on ait 

(1) s z=z: u v w &c.. . . 

On trouvera successivement 

A; = Afl + Av + AF+-- 

As Au Av A»* o 

- = - \ ---- H- &c. , 

et a a a. 

puis, en passant aux limites , 

( 2 ) ds du dv dw .... 

Lorsqu’on divise par dx les deux membres de cette dernière équation, 
elle devient 

Ltfsns de M. Cauchy. 
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( 3 ) j' ==■■u -4- / -f- w' “h. 

De la formule (2) ou (3) comparée à f équation (1 ), il résulte que la 
différentielle ou la dérivée de la somme de plusieurs fonctions est la somme de 
leurs différentielles ou de leurs dérivées. De ce principe découlent, comme 
on va le voir, de nombreuses conséquences. 

Premièrement, si l’on désigne par m un nombre entier, et par a, b, c... 
P > q > r, des quantités constantes, on trouvera 

( 4 ) d(u-}~v) = du-\-dv, d{u — v) =du — dv, d(au -*-b v)=adu-\-bdv; 

(5) d (a u-+-bv-+-cw-t-....)=adu-\-bdv-+-cdw-{- . . . ; 
d ( ax m H- bx m ~ l -f- cx m ~ l . . . -+-px 2 -ï-qx-}-r) 

= [max m -'-h(m — i)b x m ~~-\-{ni — 2) cx m ~i -\-.. .-\-ip x-\-q]dx, 

Le polinome a x m H- bx m ~ x cx m ~ 1 . . . ~\-p x z -4- qx-\-r , dont 
tous les termes sont proportionnels à des puissances entières de la va¬ 
riable x , est ce qu’on nomme une fonction entière de cette variable. Si on 
le désigne par s, on aura, en vertu de l’équation ( 6 ) , 

s' zz= max m ~' -+-(/»—1 )bx m ~~ z -\-(m —2 )cx m ~ } -\~. . . -f- ipx-\-q. 
Donc , pour obtenir la dérivée d'une fonction entière de x, il suffit de multi¬ 
plier chaque terme par l’exposant de la variable , et de diminuer chaque expo¬ 
sant d'une unité. Il est aisé de voir que cette proposition subsiste dans le’ 
cas où la variable devient imaginaire. 

Soit maintenant 

(7) s — u v w . 

Comme on aura, en supposant les fonctions u, v, w . . . toutes positives 

( 8 ) = .... 

et, dans tous les cas possibles , s * ~ u 1 v * w 1 . , . , 

l’application du principe énoncé à la formule (8) ou à la formule (9) 
fournira l’équation 
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r \ ds du dv ,\. dlv - i- &c 

de laquelle on conclura 

v f du t dv dur \ 

(ii) d[uvw>..) = uvw ... “'-J 

== vr,.. du-\- ü w... dv -h Uv ... âw-\* • •• 

Exemples. d[uv) -H v du, d(u vw)~v W du -f -uw dv -H uv dw , 

d.xl{x) = {i+I{x)]dx, J( X “e-’)=x“e-:* (-2-i) , &c. 

Soit encore 


En différenciant /(j) ou —-/(/), on trouvera 

f v d s du dv . U t du d V \ 

(>3) — — — -ïïï» ds =—\~Z - —)* 

et par suite, 

/ ,x |/«\ vdu — udv 

M ^77 =-^- 

On arriverait au même résultat, en observant que la différentielle de — 

, / i \ r , , ( i \ d u udv 

est équivalente a d [u. —J — — d u-h-u d 

.sin x cosxrfsinx—sinxrfcosx_ dx . _ dx 

Exemples.dtmgx=d—= - — -— y dcotx— 

Si les fonctions a, v se réduisent a des fonctions entières, le rapport 
JL deviendra ce qu’on nomme un fraction rationnelle. On déterminera 

facilement sa différentielle à l’aide des formules ( 6 ) et (i 4 )* 

Après avoir formé les différentielles du produit uvw .. . et du quo¬ 
tient—, on obtiendra sans peine celles de plusieurs autres expressions 

V 

telles que u v , u v , u pW , &c.... En effet, on trouvera 

pour s=tt r ,l(s) = vl(u), d -?- = v d -~-*-Uu)dv, ds = vu y -' du-hu’l(u)dv ; 
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pourj=a',/(j)=-^-/(«),li=-^— l(u)^~,Js=a” —u’ l{u) 


d y 


~ -1 du 


d v 


pour s=u v , l[s) = v w l[u) ,ds = u y v* dvl(u).l[v) .dw~^ î 

&c. 


Exemples. d(x x ) — x x \_i-*-l(x)~\dx, d[x~*) — — x~*dx, d.x x —&c... 

Nous terminerons cette leçon en recherchant la différentielle d’une 
fonction imaginaire. On nomme ainsi toute expression qui peut être rame¬ 
née à la forme u -H v -j/— i , u et v désignant deux fonctions réelles. 
Cela posé, si l’on appelle limite d’une expression imaginaire variable, ce 
que devient cette expression quand on y remplace la partie réelle et le 
coefficient de V — i par leurs limites respectives, et si, de plus, on 
étend aux fonctions imaginaires les définitions que nous avons données 
pour les différences, les différentielles et les dérivées des fonctions réelles, 
on reconnaîtra que l’équation 

s = u -+• v V —i 

entraîne les suivantes 


As—Au-±-AvV- 


:l/-w 


s — u -f- v j/— i , d s = du -H d v V~\. 

On aura, en conséquence 

(15) d{u~\~ v}/ — \)=du-hdv V~i . 

La forme de cette dernière équation est semblable à celle des équations ( 4 )- 
Si Ion suppose en particulier 

s nz cos *4- yC =7 sin x 


on trouvera 

cos + 

Ajoutons que, les formules (4), (5), ( 6 ), (11) et ( 14 ) subsisteront lors 
même que les constantes a, b, c... p, q, r, ou les fonctions u, y , w ... , 
comprises dans ces formules deviendront imaginaires. 



“ 7 ") "+" V — 1 s * n (* H —= s. V—1 dx. 
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SIXIÈME LEÇON. 

Usage des Différentielles et des Fonctions dérivées dans la solution de 
plusieurs Problèmes . Maxima et minima des Fonctions d’une seule 
variable . Valeurs des Fractions qui se présentent sous la forme 


Apres avoir appris à former les dérivées et les différentielles des 
fonctions d’une seule variable, nous allons indiquer l’usage qu’on peut 
en faire pour la solution de plusieurs problèmes. 

i. cr Problème. La fonction y = f (x) étant supposée continue par rapport 
à x dans le voisinage de la valeur particulière x—x ot on demande si, a partir 
de cette valeur, la fonction croît ou diminue, tandis que l on fait croître ou di¬ 
minuer la variable elle-même. 

Solution. Soient Ax, A y, les accroissemens infiniment petits et simul¬ 
tanés des variables x, y. Le rapport A y - aura pour limite d ■- —y • 
On doit en conclure que pour de très-petites valeurs numériques de A* ; 
et pour une valeur particulière x Q de la variable .v, le rapport A x sera 

positif, si la valeur correspondante de y est une quantité positive et finie, 
négatif, si cette valeur de y est une quantité finie mais négative. Dans 
le premier cas, les différences infiniment petites Ax, A y étant de meme 
signe, la fonction y croîtra ou diminuera, a partir de x—~x 0 > en meme 
temps que la variable x. Dans le second cas, les différences infiniment 
petites étant de signes contraires, la fonction y croîtra si la variable v 


diminue, et décroîtra si la variable augmente. 

Ces principes étant admis, concevons que la fonction^— -f{ x ) de¬ 
meure continue entre deux limites données x-=lx q , xz=z.X. Si ion fait 


croître la variable x par degrés insensibles depuis la première limite 
jusqu’à la seconde, la fonction y ira en croissant, toutes les fois que sa 
dérivée étant finie aura une valeur positive, et en décroissant, toutes 


les fois que cette même dérivée obtiendra une valeur négative. Donc, la 
fonction y ne pourra cesser de croître pour diminuer, ou de diminuer 
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pour croître, qu’autant que la dérivée y passera du positif au négatif, ou 
réciproquement. II est essentiel d’observer que, dans ce passage, la fonc¬ 
tion dérivée deviendra nulle, si elle ne cesse pas d’être continue. 

Lorsqu’une valeur particulière de la fonction f(x) surpasse toutes les 
valeurs voisines, c’est-à-dire , toutes celles qu’on obtiendrait en faisant 
varier a- en plus ou en moins d’une quantité très-petite, cette valeur 
particulière de la fonction est ce qu’on appelle un maximum. 

Lorsqu’une valeur particulière de la fonction f (x) est inférieure à 
toutes les valeurs voisines, elle prend le nom de minimum. 

Cela posé, il est clair que, si les deux fonctions f(x), /'(x) sont 
continues dans le voisinage d’une valeur donnée de la variable x, cette 
valeur ne pourra produire un maximum ou un minimum de f{x ), qu’en 
faisant évanouir f' (x). 

2.. e Problème. Trouver les maxima et minima d’une fonction de la seule 
variable x . 

Solution. Soit f[x) la fonction proposée. On cherchera d’abord les 
valeurs de x, par lesquelles la fonction f(x) cesse d’être continue. A cha¬ 
cune de ces valeurs, s’il en existe, correspondra une valeur de la fonc¬ 
tion elle-même, qui sera ordinairement ou une quantité infinie, ou un 
maximum ou un minimum. 

On cherchera, en second lieu, les racines de l’équation 

(0 /'(*) = o 

avec les valeurs de x qui rendent la fonction y’ (*) discontinue, et parmi 
lesquelles on doitplacerau premier rang celles que l’on déduitde la formule 

W f'(x)=d=oo, ou —,i-y- = o. 

Soit x zz x 0 une de ces racines ou une de ces valeurs. La valeur corres¬ 
pondante de f[x), savoir/(x 0 ), sera un maximum , si, dans le voisinage de 
x~x 0 , la fonction dérivée f'[x) est positive pour x<x 0 , et négative 
pour x>x Q . Au contraire, /(x 0 ) sera un minimum, si la fonction déri- 
vée / (x) est négative pour x<x Q , et positive pour x>* 0 . Enfin, si, 
dans le voisinage de x~x 0 , la fonction dérivée f'(x) était ou constam¬ 
ment positive, ou constamment négative, la quantité f(x 0 ) ne serait plus 
ni un maximum , ni un minimum. 
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Exemples. Les deux fonctions xi, qui deviennent discontinues 

en passant du réel à l’imaginaire, tandis que la variable * diminue en 
passant par zéro, obtiennent, pour x — o , une valeur nulle, laquelle re¬ 
présente un minimum de la première fonction, et un maximum de la seconde. 

Les deux fonctions x 1 , xi, dont les dérivées passent du positif au 
négatif, en se réduisant à zéro ou à l’infini pour une valeur nulle de .y, 
ont l’une et l’autre zéro pour valeur minimum. Quant aux deux fonctions 
x s, x 3 (j ont les dérivées deviennent encore milles ou infinies pour x=o, 
mais restent positives pour toute autre valeur de x, elles n’admettent 
ni maximum, ni minimum. 

La fonction x'-+-p.x-\-q, dont la dérivée est ix-t-p, obtient, pour 

a '——~p , la valeur minimum q - ^-p x ; ce quon vérifie aisément, en 

mettant la fonction donnée sous la forme (*-H-r/O* ?- TP* m 

La fonction > dont la dérivée est - ~], obtient, pour 

x = L(e), quant A surpasse l’unité, la valeur minimum -pjTj • 

La fonction dont la dérivée est [L{e) — L(x)], obtient; 

1 ï * L l e) 
pour xzzie, la yaleur maximum —— • 

La fonction x a e~ x , dont la dérivée est e ~* *) » obtient > 

pour x=œ, la valeur maximum a a e ~ a . 

3. e Problème. Déterminer l'inclinaison d'une courbe en un point donné. 
Solution. Considérons la courbe qui a pour équation en coordonnées 
rectangulaires y=f(x). Dans cette courbe, la corde menée du point 
(a-, 7)* au point ( x-\- A x, 7-t- A7) , forme , avec l’axe des x prolongé 
dans le sens des * positives, deux angles, l'un aigu, 1 autre obtus, dont 
le premier mesure l’inclinaison de la corde, par rapport à iaxe des .v. 
Si le second point vient à se rapprocher à une distance infiniment 
petite du premier , la corde se confondra sensiblement avec la tan- 

* Nous indiquons ici les points à i’aide de leurs coordonnées renfermées entre deux paren¬ 
thèses, ce que nous ferons toujours par la suite. Souvent aussi, nous indiquerons les courbes ou 
surfaces courbes parleurs équations. 
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gente menée à la courbe par ce premier point; et iinclinaison de la 
corde, par rapport à Taxe des x, deviendra i inclinaison de la tangente, 
ou ce qu’on nomme ïinclinaison de la courbe par rapport au meme axe. 
Cela posé, comme l’inclinaison de la corde aura pour tangente tiigo- 
nométrique la valeur numérique du rapport A d est clair que lin 
clinaison de la courbe aura pour tangente trigonométrique la valeur 
numérique de la limite vers laquelle ce rapport converge, cest-à-dire, 

de la fonction dérivée y = ~J 1 T’ 

Si la valeur de y' est nulle ou infinie, la tangente à la courbe sera 
parallèle ou perpendiculaire à l’axe des x. C’est ordinairement ce qui 
arrive, quand l’ordonnée y devient un maximum ou un minimum. 

Exemples. y=x\ y = x 3 , y = x m , y=xf, y=x a , y=A x , y=: sinx, &c.. 
4 . e Problème. On demande la véritable valeur d’une fraction dont les deux 
termes sont des fonctions de la variable x, dans le cas où Ion attribue a cette 
variable une valeur particulière, pour laquelle la fraction se présente sous la 
forme indéterminée 


Solution. Soit s=. -y la fraction proposée ,y et z désignant deux fonc¬ 
tions de la variable et supposons que la valeur particulière .v =* 0 
réduise cette fraction à la forme -J-, c’est-à-dire, quelle fasse évanouir 
y et z • Si l’on représente par A*, A y, A z les accroissemens infiniment 
petits et simultanés des trois variables x,y, z> on aura, pour une valeur 

quelconque de x, s=-y = Uni ’ 

et, pour la valeur partitulière 

( 3 ) 


*Z d l Z 

S = l,m Ty ~d7 ~p~ 


Ainsi, la valeur cherchée de la fraction jou coïncidera générale- 

d Z Z 

ment avec celle du rapport ou —,-• 

a y y 

_ . _ sin * cos x l [ — 1 . 

Exemples. On aura, pour*=o, —— =— - —— i » —* — — 1 » 


1 (*) _ i __ . 

-— — — i > 



n x n 



n 


&C.... 


pour xtzz. i 


X -X 


x n — i 
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SEPTIÈME LEÇON. 

Valeurs de quelques expressions qui se présentent sous les formes indéter¬ 
minées ^ , oo° , &c. Relation qui existe entre le rapport aux 
Différences finies et la Fonction dérivée. 


Nous avons considéré dans la leçon précédente les fonctions de la 
variable qui, pour une valeur particulière de la variable, se présentent 
sous la forme indéterminée Il arrive souvent que cette forme se trouve 

CO 

remplacée par lune des suivantes — ? oo°, o x c© , o° , &c. 

Ainsi, lorsque f(x) croît indéfiniment avec x, les valeurs particulières 
des deux fonctions 

LA*)] 5 » 

pour x nz: oo, se présentent sous les formes indéterminées oo°. 
Ces mêmes valeurs peuvent en général être facilement calculées à laide 
de deux théorèmes que nous avons établis dans l’Analyse algébrique 
[ch. II, p. 48 et 53]. Mais nous nous bornerons ici à montrer par quel¬ 
ques exemples comment on peut résoudre les questions de cette espèce. 

si x 

Soit proposée d’abord la fonction , A désignant un nombre 
supérieur à funité, et concevons que l’on cherche la véritable valeur 
de cette fonction pour x — 00. On observera que, pour des valeurs 
de .v supérieures à — ^ ^ , la fonction dérivée étant toujours positive , 
la fonction donnée sera toujours croissante avec x. D’ailleurs, si l’on 
représente par m un nombre entier susceptible d’un accroissement in¬ 
défini , l’expression 

Leçons de M. Cauchy, 
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aura évidemment pour limite l’infini positif. On trouvera en conséquence 

(1) Uni —— = oo. 

V 7 X 

Il résulte de cette dernière formule que l’exponentielle A*, lorsque le 
nombre A surpasse ïunité , finit par croître beaucoup plus rapidement que la 
variable x. 

L (x) 

Cherchons, en second lieu, la véritable valeur de la fonction- 

X 

pour x — oo, la base des logarithmes étant un nombre A supérieur à 
l’unité. Comme, en faisant y = L(x), on trouvera - L = -^7’ et 

que la fonction aura pour limite = o , on en conclura 

(2) hm —L-L = o. 

II en résulte que, dans un système dont la base est supérieure à ï unité, les 
logarithmes des nombres croissent beaucoup moins rapidement que les nombres 
eux-mêmes. 

Cherchons encore la valeur de pour x — 00. Comme on aura 

« *(«) 

évidemment x x = A * > on en tirera 

(3) lim x x — A° = I. 

Lorsqu’on remplace, dans les formules (2) et (3), * par ~ 9 on en 

conclut que les fonctions x L[x) et x* convergent respectivement vers 
les limites o et 1 , tandis que l’on fait converger x vers la limite zéro. 

Nous allons maintenant faire connaître une relation digne de re¬ 
marque* qui existe entre la dérivée f'(x) dune fonction quelconque 

f(x), et le rapport aux différences finies — — — • Si dans ce 

rapport on attribue à a: une valeur particulière x Q , et si l’on fait, en 

* On peut consulter sur ce sujet un Mémoire de M. Ampère, inséré dans le 13.' cahier 
du Journal de l'Ecole polytechnique. 
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outre, -+-// = X, il prendra ia forme Cela pose', 

on e'tablira sans peine ia proposition suivante. 

Théorème. Si, la fonction f (x) étant continue entre les limites x~x n , 
a "=:X, on désigne par A la plus petite, et par B la plus grande des 
valeurs que la fonction dérivée f '(x) reçoit dans cet intervalle, le rapport 
aux différences fuies 

«) 

sera nécessairement compris entre A et B. 

Démonstration. Désignons par ch, g, deux nombres très-petits, le pre¬ 
mier étant choisi de telle sorte que, pour des valeurs numériques de i 
inférieures à ch, et pour une valeur quelconque de x comprise entre les 
limites x 0 , X, ie rapport 

i 

reste toujours supérieur à f'(x) —g, et inférieur à f' (*)-+- Ê * Si, entre les 
limites x Q , X, on interpose n — 1 valeurs nouvelles de la variable a: , savoir, 


de manière à diviser la différence X —* 0 en élémens 
X , —— X Q , X z X t f ..... X ~~ — X n — , , 

qui, étant tous de meme signe, aient des valeurs numériques inférieures 
à <h ; les fractions 

t.\ /(*,) — /(*°) /(**) —/(*») f( x ) 


se trouvant comprises, la première entre les limites f'[x 0 ) —g, f'[x 0 )-he, 
la seconde entre les limites f'( x t ) —s, f'(x,)-t-e , &c.... seront 
toutes supérieures à la quantité^ — g, et inférieures à la quantité 
B - t-s. D’ailleurs, les fractions (5) ayant des dénominateurs de meme 
signe, si l’on divise la somme de leurs numérateurs par la somme de 
leurs dénominateurs, on obtiendra une fraction moyenne, cest-à-dire, 
comprise entre la plus petite et la plus grande de celles que l’on consi¬ 
dère [voyei l’Analyse algébrique, noten, i2. c théorème]. L’expression 
( 4 ), avec laquelle cette moyenne coïncide, sera donc elle-même renfer- 
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mée entre les limites A— e, 5 -f-e; et, comme cette conclusion sub¬ 
siste, quelque petit que soit le nombre e, on peut affirmer que l’ex¬ 
pression ( 4 ) sera comprise entre A et B. 

Corollaire. Si la fonction dérivée /'(x) est elle-même continue entre 
les limites x = x„, x=X, en passant d’une limite à l’autre, cette fonc¬ 
tion variera de manière à rester toujours comprise entre les deux valeurs 
A et B, et à prendre successivement toutes les valeurs intermédiaires. 
Donc alors toute quantité moyenne entre A et B sera une valeur de/ (x) 
correspondante à une valeur de * renfermée entre les limites x„ et 
Xz=x,-h/i, ou, ce qui revient au même, à une valeur de x de la forme 
x„ -4- 6 h = x Q —t- 6 ( X x,, ) , 

« désignant un nombre inférieur à l’unité. En appliquant cette remarque 
à l'expression (4), on en conclura qu’il existe, entre les limites o et i, 
une valeur de 0 propre à vérifier l’équation 

/'[x 0 -t-e(z—x 0 )], 


ou , ce qui revient au même, la suivante 

(6) ü±±lLhzüXl =f'(x, + M). 

Cette dernière formule devant subsister, quelle que soit la valeur de x 
représentée par x of pourvu que la fonction f[x) et sa dérivee/^ (x) 
restent continues entre les valeurs extrêmes x=x on 

aura généralement , sous cette condition, 

( 7 ) 

puis, en écrivant Ax au lieu de h, on en tirera 
(8) /(*-+- A*) —/(*) =f (x -h 6 A x) . A*. 

Il est essentiel d’observer que, dans les équations (7) et (8) , 9 désigne 
toujours un nombre inconnu, mais inférieur à l’unité. 

Exemples. En appliquant la formule (7) aux fonctions E(x), on trouve 


( * -+* h y 

h 


£(«- 4 -ft)-£ (»L —_I 

h 


— x 


— a [x H— ÔÆ) Û 1 , 


x - 4 - 1 ) h 
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HUITIÈME LEÇON. 

Différentielles des Fonctions de plusieurs variables. Dérivées partielles 
et Différentielles partielles. 


Soit u = f( x >y> Z •••) l,ne fonction de plusieurs variables indépen¬ 
dantes x, y, z ... Désignons par i une quantité infiniment petite, et par 

<P(x,y,z-~)> X( x 'f'Z-••)'* &c.... 

les limites vers lesquelles convergent les rapports 
/(*■+• by>Z")—f( x *y>Z-) , f(*,y-*-hz~)-f(*,y,z-\ f(*,y,z-*-i~)-f(*,y,z~) &c 

1 i i 

tandis que i s’approche indéfiniment de zéro. <p[x, y, 1 . . . ) sera la 
dérivée que l’on déduit de la fonction u =f( x,y y 1 . . . ), en y consi¬ 
dérant x comme seule variable, ou , ce qu’on nomme la dérivée partielle 
de u par rapport à x. De même, % [x>y> Z • • • ) » 4 ' [ x »y> Z • • •) > Sec... 
seront les dérivées partielles de u par rapport aux variables y, £, &c... 

Cela posé, concevons que l’on attribue aux variables x,y, z ... des 
accroissemens quelconques Ax, A y, A^ . .., et soit A u l’accroissement 
correspondant de la fonction u, en sorte qu’on ait 

(1) Aaz=/(jf + A^ ; ; + A;, 2-H-A £,...)—/(x,y, £•••)’ 

Si l’on assigne à Ax, A y, A 2 . . . des valeurs finies h , k, l . . . , la 
valeur de Au, donnée par l’équation (1), deviendra ce qu’on appelle la 
différence finie de la fonction u, et sera ordinairement une quantité finie. 
Si au contraire, et désignant un rapport infiniment petit, l’on suppose 

(2) A x = eth, Ay=ctk, A £ = et / , &c,... 
la valeur de Au, savoir, 

f(x-hcth, y-\~ctk, z-h-cel, . . .) — f{ x ,y, Z • • •) 

sera ordinairement une quantité infiniment petite; mais alors, en divi¬ 
sant cette valeur par et, on obtiendra la fraction 

Leçons de M, Cauchy. r 
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(3) 

qui convergera en générai vers une limite finie différente de zéro. Cette 
limite est ce quon nomme ia différentielle totale ou simplement la diffé¬ 
rentielle de la fonction u . On l’indique, à laide de la lettre d, en écrivant 
du ou df[x, y, 1 ... ). 

Ainsi, quel que soit le nombre des variables indépendantes que ren¬ 
ferme la fonction u, sa différentielle se trouvera définie par la formule 

1 j. A u 

(4) du = Um — . 

Si l’on fait successivement u=x, u=y, &£•*•> on conclura 

des équations (2) et (4) 

(5) dx — h, dy — k, di = l, &c.... 

Par conséquent, les différentielles des variables indépendantes x, y, 
7 ne sont autre chose que les constantes finies h, k, /... 

On détermine facilement la différentielle totale de la fonction 
f{x,y f z ••♦)* lorsqu’on connaît ses dérivées partielles. En effet, si dans 
cette fonction on fait croître l’une après l’autre les variables a-, y, z ... 
de quantités quelconques A*, A y, Aç, on tirera de la formule (8) 
de la leçon précédente une suite d’équations de la forme 

f(x+Ax.y, Z . Z . )=A*.p(x-t-8 ,Ax, y, z . ...), 

f(x-*-Ax,y-)-Ay,i - )—/(x-t-Ax,y, Z . . .)=Ay.%(x-i-Ax,y+QAy, Z -). 

/ (x+Ax,y+Ay,z-i-Ai. .)—/ (x-t-Ax, y^-Ay, Z . .)=A ,y-i-Ay, z +(j , A z . .), 

& c . ;Ô,,Q 2 ,Ô 3 , désignant des nombres inconnus, mais tous 

compris entre zéro et l’unité. En ajoutant ces mêmes équations membre 
à membre, on trouvera 

(6) f(x-hAx,y -t-A y, ^..)i=zAv. (* -t-ô.A*,/, £..) 

-t-A < y.^(^-t-Ax , ,^-f-ô 1 A < y, £...)-t-A£. ^(x-{-Ax,y-\-Ay, -+-&C. 

Si, dans cette dernière formule, dont le premier membre peut être rem¬ 
placé par A u, on pose Ax — cth, Ay — <tk, et s * l° n 

divise en outre les deux membres par et, on obtiendra la suivante 
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(7) = h.<p{x-\-b l cLh,y, Z ...) z.:.) 

-f-/.^(A'-h-ct//, < y-4-ccÂ^H-ô J ct./...)-f-&c., de laquelle on conclura, 
en passant aux- limites, puis écrivant dx, dy , dz> au lieu de //, k, / ..., 

(8) == <p (x,y, z- >')dx-\~x(x>y>Z' >-)dy-\r\(x,y>Z- • - )dz-+-&c. 
Exemples, d(x-hy-hz •. • )=-dx-+-dy-\-d £- 4 -..., d{x y)=zdx dy, 

d[ax *+• Æjm-c £...) =w7</ x -+- bd y -*-cdz • -;d [xyz> • •) —'^ x ~^ x Z • • dy-+-xy .. </£-+-.., 

-7-^(7-)=^^. 

dxx y l[x)dy, &c. 

II est essentiel d’observer que, dans la valeur de donnée par l’é¬ 
quation (8), le terme $ (x,y, z--• )dx est précisément la différentielle 
qu’on obtiendrait pour la fonction u = f[x,y , £...) en considérant dans 
cette fonction x seule comme une quantité variable, et y, £... comme 
des quantités constantes. C’est pour cette raison que le terme dont il 
s’agit se nomme la différentielle partielle de la fonction u par rapport à a-. 
De même, 4 '(*> y» Z •••) d Z> sont les différentielles 

partielles de u par rapport à y, par rapport à £, ... Si l’on indique ces 
différentielles partielles en plaçant au bas de la lettre d les variables aux¬ 
quelles elles se rapportent, comme on le voit ici, 
d x u, d y u, d t u, . . . &c. , 


(9) <P( x >y>z-) 

et l’équation (8) 
formes 


pourra être présentée sous l’une ou l’autre des deux 


du — d x u -+- d u -f- d, u -+- &c., 


7 d x u } 

du — —— d\ 

d x 


Pour abréger, on supprime ordinairement dans les équations (9) les let¬ 
tres que nous avons placées au bas de la caractéristique d, et l’on repré¬ 
sente simplement les dérivées partielles de u , prises relativement è x,y, 



3 2 
z ■ ■ 

(«*) 
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du du du 
d x ’ dy 5 d^ 


&C. 


Alors , n’est pas le quotient de par dx ; et, pour exprimer la 

différentielle partielle de w, prise relativement à a-, il faut employer la 
notation —dx qui n’est point susceptible de réduction, à moins qu’on 
ne rétablisse la lettre a- au bas de la caractéristique d. Lorsqu’on admet 
ces conventions, la formule (11) se réduit à 

(t 3 ) Jtt = ^Lj x+ jg- tl j+j£j z +& c... 

Mais, comme il n’est plus permis d’effacer dans cette dernière les diffé¬ 
rentielles dx y dy, dz. . rien ne remplace la formule (io). 

Les définitions et les formules, ci-dessus établies, s’étendent sans 
difficulté au cas où la fonction u devient imaginaire. Ainsi, par exemple, 
si l’on pose u — .v — \-y V — i > les dérivées partielles de u , et sa différen¬ 
tielle totale seront respectivement données par les équations 

4^=1, - — Y —i , d u zzz dx-\- ]/—i dy. 

d x d y Y 

Nous indiquerons, en finissant, un moyen fort simple de ramener le 
calcul des différentielles totales à celui des fonctions dérivées. Si dans 
l’expression /( x-}- et h, y-h a k, on considère <t comme 

seule variable, et si l’on pose en conséquence 

(1 4 ) /(x-Het/z, y-\-cnk, z~\-cl 1 . . .) = F(cl), 
on aura, non-seulement, 

(1 5 ) « = ^( 0 ), 

mais encore A u — F[du) — F( o), et par suite 

(16) d u = îim ~ F ^° — — F' (o). 

Ainsi, pour former la différentielle totale du t il suffira de calculer la 
valeur particulière que reçoit la fonction dérivée F 1 (et)> P our * = °* 
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NEUVIÈME LEÇON. 

Usage des Dérivées partielles dans la différenciation des Fonctions 
composées . Différentielles des Fonctions implicites . 

Soit y — F(u. v, w ...) une fonction quelconque des quantités va¬ 
riables u, v, w ....que nous supposerons être elles-mêmes fonctions des 
variables indépendantes x, y, £ ... : s sera une fonction composée de ces 
dernières variables; et si l’on désigne par Ax, A y, A £ ... des accrois- 
semens arbitraires simultanément attribués à x, y, £... , les accroisse- 
mens correspondans Au, Av, Aw, ... As des fonctions u, v, w, ...s 
seront liés entre eux par la formule 

(1) A s = F(u-+-Au, v-h-Av, w-t-Aw, ...) — F(u,'v, w ...). 

Soient d’ailleurs O (u, v, w ... ), X (u, v, w ... ), ^ ( u, v, w ...), .,. les 
dérivées partielles de fa fonction F[u, v, w . . .) prises successivement 
par rapport à u, v, w ... Comme l’équation ( 6 ) de la leçon précédente 
a lieu pour des valeurs quelconques des variables x, y, £... et de leurs 
accroissemens Ax, A y, A £ ...» on en conclura, en remplaçant x, 
y, Z. . . par u t v, w . . . , et la fonction f par la fonction F, 

(2) F[u-*-Au, v+Av, w+Aw ,..) — F[u, v, w ..)=Au $ (//-+- ü x Au,v,w..) 
-*-AvX[u-*-Au, Av, w AWŸ(u-+-Au, v-hAv, w-t-Q 3 Aw.. ) -h &c. 

Dans cette dernière équation, G,, 0 4 , G ? .... désignent toujours des 
nombres inconnus, mais inférieurs à l’unité. Si maintenant on pose 
Ax = dbh = ctdx, Ay=(tk = cLdy, A £ = ct/=: et e/£ » ..., et que 
l’on divise par et les deux membres de lequation (2), on en tirera 

Aiv, w...) — -b-X(a-f-et//, v-t-Q x(t k,w...) — 

a. ' a ' a 

v-f-ct k, TP-t-Q 3 et / ...)■—&c. ; 

L(Ç9hs de M. Cauchy. 
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puis, en faisant converger cl vers ia limite zéro, 

( 4 ) ds=$[u, v , w...)du-+-X(u, v -, w..)dv-+- < ï{ü, v, w..)dw- 4-&c. 

La valeur de ds fournie par l'équation ( 4 ) est semblable à la valeur de 
du fournie par l'équation (8) de la leçon precedente. La principale dif¬ 
férence consiste en ce que les différentielles dx, dy, di ... comprises 
dans la valeur de du sont des constantes arbitraires , tandis que les 
différentielles du, dv, dw ... comprises dans la valeur de ds sont de 
nouvelles fonctions des variables indépendantes x, y, £ ... combinées 
d’une certaine manière avec les constantes arbitraires' dx , dy , d £.... 

En appliquant la formule ( 4 ) à des cas particuliers, on trouvera 
d H-y-Hip..) =du-+-dv-*-dw .., d (i u-v) —du-dv, d[au-+-bv-+-cw ..) —adu-^-bdv-^-cdw .., 
d(tivw..)—vw..du+uw..dv-*~uv..dw -*-.., d l ' - h 'J du , du v =vu v ~ l du-hu v l[ti)dv ., 

&c.. Nous avions déjà obtenu ces équations [ voye^ la 5* e leçon] en sup¬ 
posant u, v, w ... fonctions d’une seule variable indépendante x ; mais 
on voit qu’elles subsistent, quel que soit le nombre des variables in¬ 
dépendantes. 

Dans le cas particulier où l’on suppose u fonction de la seule va¬ 
riable x, v fonction de 1a seule variable y, w fonction de la seule va¬ 
riable £... , on peut arriver directement à l’équation (4), en partant 
de la formule (io) de ia leçon précédente. En effet, en vertu de cette 
formule, on aura généralement 
(5) ds — d x s -+- d y s -f- d t s -1- &c.. . . 

De plus, comme parmi les quantités u, v, w ... la première est, par 
hypothèse, la seule qui renferme la variable v, en considérant s comme 
une fonction de fonction de cette variable, et ayant égard à la formule 
(10) de ia 4- e leçon , on trouvera 

d x s = d x F(u, v, w...) = $(u,v, w...)d x u = $(u, v, w--.)du. 

On trouvera de même 

d y s — X[u, y, w .. .)dv , d z s =: [u, r, w .. • ) dw , &c.... 
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Si ion substitue ces valeurs de d x s, d y s, d z s ... dans la formule (5), 
elle coïncidera évidemment avec l’équation (4). 

Soit maintenant r une seconde fonction des variables indépendantes 
x, y t z... Si Ion a identiquement, c’est-à-dire, pour des valeurs 
quelconques de ces variables , 

(<$) s z=i r , 

on en conclura 

(7) ds — dr. 

Dans le cas particulier où la fonction r se réduit, soit à zéro, soit à une 
constante c, on trouve dvszzo\ et par suite, 1 équation 

(8) s — o y ou s — c , 
entraîne la suivante 

(9) d s — o. 

Les équations (7) et (9) sont du nombre de celles que ion nomme 
équations différentielles. La seconde peut être présentée sous la forme 

(10) $(u,v, w ...)du-+-X(u, v, w ...)dv-h't(u, v, w,..) dw-h... = o , 

et subsiste dans le cas même où quelques-unes des quantités u, v, w ... 
se réduiraient à quelques-unes des variables indépendantes x, y, 1. . . 
Ainsi, par exemple, on trouvera, 

en supposant F(x,v) = o, $(x, v) dx-t-X(x, v )dv = o ; 
en supposant F(x,y, ir) = o, $ (a*, y, w) dx+X(x,y t w)dy (x,y, w)dw =o ; 

&c. Dans ces dernières équations , v est évidemment une fonction impli¬ 
cite de la variable x, w une fonction implicite des variables x, y; & c... 

De même, si l’on admet que les variables x,y, £..., cessant d’être indé¬ 
pendantes , soient liées entre elles par une équation de la forme 

(ti) f ( x > y > Z -• •) = o , 

alors, en faisant usage des notations adoptées dans la leçon précédente, 
on obtiendra lequation différentielle 

(12) z-)Jz-+--=o, 

au moyen de laquelle on pourra déterminer la différentielle de l’une des 
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variables considérée comme fonction implicite de toutes les autres. Ainsi, 
par exemple, on trouvera, 

en supposant x z -f- y z = a z , xdx-\-ydy — o, dy ——*-dx ; 

en supposant y z — .y* = a z , y dy — x dx — o , dy zzz *-dx ; 

en supposant x'-i-y'-h ^ — a x , xdx-*-ydy-ï~zdz= o , d%~ — ^ dx —^ dy. 

Comme on aura d’ailleurs, dans le premier cas, y z=z ± Va z -x z , et 
dans le second, y=.±Va z -\-x z , on conclura des formules précédentes 

( r 3) d{i/ a x —x z ) = - d[i/a x -±x x ) = » 

V X 2 V fl ■+■ * 

ce qu’il est aisé de vérifier directement. 

Lorsqu’on désigne par u la fonction f(x t y, £...), les équations (i i) et 
(12) peuvent s’écrire simplement comme il suit, u — o, du — o. 

Si les variables x,y, £..., au lieu d’être assujetties à une seule équa¬ 
tion de la forme u=o , étaient liées entre elles par deux équations de 
cette espèce, telles que 

(14) u— ro, v —o, 

alors on aurait en même temps les deux équations différentielles 

( 15 ) du = o, dv = o, 

à l’aide desquelles on pourrait déterminer les différentielles de deux va¬ 
riables considérées comme fonctions implicites de toutes les autres. 

En général, si /; variables x, y, % .... sont liées entre elles par m 
équations , telles que 

(16) u=o,v = o,w = o, 8 c c.. . 
alors on aura en même temps les m équations différentielles 

(17) du = o, dv = o , dw = o , &c..., 

à l’aide desquelles on pourra déterminer les différentielles de m variables 
considérées comme fonctions implicites de toutes les autres. 
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DIXIÈME LEÇON. 

Théorème des Fonctions homogènes . Maxima et miniina des Fonctions 
de plusieurs variables. 


On dit qu’une fonction de plusieurs variables est homogène , Iorsqu’en 
faisant croître ou décroître toutes les variables dans un rapport donné, on 
obtient pour résultat la valeur primitive de la fonction multipliée par une 
puissance de ce rapport. L’exposant de cette puissance est le degré de la 
fonction homogène. En conséquence, f (x,y, £... ) sera une fonction de 
x, y, i... homogène et du degré a, si, t désignant une nouvelle variable , 
on a, quel que soit t, 

(t) f(tx, ty, t Z ...) — t a f(x,y, Z . . .J. 

Cela posé, le théorème des fonctions homogènes peut s’énoncer comme il suit. 

Théorème. Si l'on multiplie les dérivées partielles d'une fonction homogène 
du degré a par les variables auxquelles elles se rapportent, la somme des pro¬ 
duits ainsi formés sera équivalente à celui qu'on obtiendrait en multipliant par 
a la fonction elle-même. 

Démonstration. Soient u =f (x, y, z . . . ) la fonction donnée , et 
Q (x, y, x( x >y> Z"') > 4 ’( x >y> Z"') » ses dérivées partielles 


par rapport à x-, à y, à z> &c.... Si l’on différencie les deux membres 
de l’équation (i), en y considérant t seule comme variable, on trouvera 
P(tx,ty,tz..)xdt-h’)( j (tx J ty,tz.,)ydt+.\,(tx,ty,tz..) £dt-+-..=at a ~' f (x,y,z..)dt; 


puis, en divisant par dt , et posant t — i , 

( 2 ) x(p(x,y, Z ..)-^y X (x,y, z ..)- hZ -\'(x,y, Z ..)-h.. = af{x,y, Z ...), 

OU, ce qui revient au même, 

/v du du du 

( 3 ) x — +-y-jy+Z-7^-+- ■■■ = au - 

Corollaire. Pour une fonction homogène d’un degré nul, on aura 

du du du 


(4) 


d x 


-+ -y- 


dy 


Exemples . Appliquer le théorème aux fonctions Ax'-y-Bxy+Cy' et 


Leçons de AL Cauchy. 
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Lorsqu’une fonction réelle de plusieurs variables indépendantes *, y, 
1 ... atteint une valeur particulière qui surpasse toutes les valeurs voi¬ 
sines, c’est-à-dire, toutes celles qu’on obtiendrait, en faisant varier 
y, 1 ... en plus ou en moins de quantités très-petites ; cette valeur par¬ 
ticulière de la fonction est ce qu’on appelle un maximum . 

Lorsqu’une valeur particulière d’une fonction réelle de x, y, £ ... est 
inférieure à toutes les valeurs voisines, elle prend le nom de minimum. 

La recherche des maximaux mini ma des fonctions de plusieurs variables 
se ramène facilement à la recherche des maxima et minima des fonctions 
d’une seule variable. Supposons, en effet, que u=f(x,y,z...) devienne 
un maximum pour certaines valeurs particulières attribuées à x, y, £ . . . 
On aura, pour ces valeurs particulières, et pour de très-petites valeurs 
numériques de cl , 

(5) f(x-*-«.h, y-*-itk, £-+-«./, ...) <f(x,y,z ...), 

quelles que soient d’ailleurs les constantes finies h, k, l .pourvu 

quelles aient été choisies de manière à ce que le premier membre de 
la formule (5) reste réel. Or, si l’on fait, pour abréger, 

( 6 ) /(x-[-cl/i , y-\-duk, z~{-clI, ...) =z= F(cl) , 
la formule (5) se trouvera réduite à la suivante 

(7) F(<l) < F{o). 

Celle-ci devant subsister, quel que soit le signe de et, il en résulte que, 
si cl seule varie, F (a), considérée comme fonction de cette unique va¬ 
riable, deviendra toujours un maximum pour cl=z:o. 

On reconnaîtra de même que, si f(x t y, Z-..) devient un minimum 
pour certaines valeurs particulières attribuées à x,y, . , la valeur 
correspondante de F (cl) sera toujours un minimum pour cl = o. 

Observons maintenant que, si les deux fonctions F (cl) , F' (cl) sont 
l’une et l’autre continues par rapport à et, dans le voisinage de la valeur 
particulière ct=^o, cette valeur ne pourra fournir un maximum ou un 
minimum de la première fonction , qu’autant quelle fera évanouir la 
seconde [voyei 6* c leçon], c’est-à-dire, qu’autant que Ion aura 

(8) F'(o) = o. 
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D’ailleurs, lorsqu’on écrit dx, dy, d %... au lieu de h, k, / iequa- 
tion (8) prend la forme 
(9) d u zzz o , 

[voyez ta 8. e leçon]. De plus, comme les fonctions F(&) et F'(c t) sont 
ce que deviennent u et du, quand on y remplace x par x-\-<lIi, y par 
y-\-cLk, z par . . . , il est clair que, si ces deux fonctions sont 

discontinues par rapport à et, dans le voisinage de la valeur particulière 
et—o, les deux expressions u et du, considérées comme fonctions des 
variables x,y, ç... seront discontinues par rapport à ces variables dans 
le voisinage des valeurs particulières qui leur sont attribuées. En rappro¬ 
chant ces remarques de ce qui a été dit plus haut, nous devons con¬ 
clure que les seules valeurs de x, y, z .. . propres à fournir des maxima 


ou des mi ni ma de la fonction u, sont celles qui rendent les fonctions u 
et du discontinues, ou bien encore celles qui vérifient l’équation (9), 
quelles que soient les constantes finies dx, dy, dz • • . Ces principes 
étant admis, il sera facile de résoudre la question suivante. 

Problème. Trouver les maxima et minima d’une fonction de plusieurs variables. 

Solution. Soit u=f (x, y, z •••) la fonction proposée. On cherchera 
d’abord les valeurs de x,y ,£... qui rendent la fonction u ou du discontinue,* 
et parmi lesquelles on doit compter celles que l’on déduit de la formule 
(10) du = ± 00. 

On cherchera, en second lieu, les valeurs de x, y, z • . . qui vérifient 
l’équation (9), quelles que soient les constantes finies dx, dy, dz . . .. 
Cette équation, pouvant être mise sous la forme 

(") -ïr dx -*--T7 d y+--TT d l-* - 


du o 

-zzzo, ——== o , &c. 
d l 


entraîne évidemment les suivantes 

, x du du 

M —=°> ~ry 

dont on obtient la première en posant dx — 1 , dy^no , dz~ o ...; la 
seconde en posant dx — o, dy — 1, dz= o ... ; &c.... Remarquons 
en passant que, le nombre des équations (12) étant égal à celui des 
inconnues x, y, Z ••• » on n en déduira ordinairement pour ces inconnues 
qu’un nombre limité de valeurs. 
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Concevons à présent que l’on considère en particulier un des systèmes 
de valeurs que les précédentes recherches fournissent pour les variables 
v, y, , et désignons par x ot y 0 , £«,... les valeurs dont il se compose. 
La valeur correspondante de la fonction f(x,y,Z")> savoir, f(x 0t y 0 , 
sera un maximum, si pour de très-petites valeurs numériques de ce, et 
pour des valeurs quelconques de h, k, l ... la différence 
( 1 3 ) f(x 0 A-<th f y o Arctk, Zo-h et l ...J — f(x ot y Q , Zo •••) 

est contamment négative. Au contrair e t f (x ot y Q ,Zo->) sera un minimum, 
si cette différence est constamment positive. Enfin, si cette différence passe 
du positif au négatif, tandis que l’on change ou le signe de et, ou les valeurs 
de h, k, l, f(x OJ y ot £ 0 ...) ne sera plus ni un maximum ni un minimum. 

Exemple. La fonction Ax 1 -\-Bxy-+- Cy z -\-Dx -\-Ey-+-F admet un 
maximum ou un minimum , lorsqu’on a B z — \AC<o, et n’en admet 
plus, lorsqu’on a B z — \AC>o. 

Nota. La nature de la fonction u peut être telle, qu’à une infinité de 
systèmes différens de valeurs attribuées à x, y, z ••• correspondent des 
valeurs de u égales entre elles , mais supérieures ou- inférieures à toutes 
les valeurs voisines, et dont chacune soit en conséquence une sorte de 
maximum ou de minimum. Lorsque cette circonstance a lieu pour des sys¬ 
tèmes dans le voisinage desquels les fonctions u et du restent continues, 
ces systèmes vérifient certainement les équations (i 2). Ces équations peu¬ 
vent donc quelquefois admettre une infinité de solutions. C’est ce qui 
arrive toujours quand elles se déduisent en partie les unes des autres. 

Exemple. Si l’on prend u = (cy— bz-\-l) % -\-(ai—cx-\-m)*-+-(bx-—ay-\-n) t - t 
les équations (12) donneront seulement 

cy — b z —H l az — a+m bx — a y n 

a h c 9 

et la fonction u admettra une infinité de valeurs égales à 

(al- J rbm-±-cn) x 
a* -t- b'- r ’ 

dont chacune pourra être considérée comme un minimum. 
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ONZIÈME LEÇON. 

Usage des Facteurs indéterminés dans la recherche des maxima ttminima. 
Soit 

(O U =f(x,y, Z'--) 

une fonction de n variables x, y, £... Mais concevons que ces variables/ 
au lieu d’être indépendantes les unes des autres, comme on fa supposé 
dans la io. c leçon, soient liées entre elles par m équations de la forme 

(2) v .== o , w = o , &c. 

Pour déduire de la méthode que nous avons indiquée, les maxima et les 
mitiima de la fonction u, il faudrait commencer par éliminer de cette 
fonction m variables différentes à l’aide des formules (2). Après cette 
élimination, les variables qui resteraient, au nombre de n — m, devraient 
être considérées comme indépendantes; et il faudrait chercher les sys¬ 
tèmes de valeurs de ces variables qui rendraient la fonction u ou la fonc¬ 
tion da discontinue, ou bien encore ceux qui vérifieraient, quelles que 
fussent les différentielles de ces mêmes variables, l’équation 

(3) du — o. 

Or, la recherche des maxima et minima qui correspondent à i’équation (3) 
peut être simplifiée par les considérations suivantes. 

Si fon différencie la fonction u, en y conservant toutes les variables 
données x, y, i .,, l’équation (3) se présentera sous la forme 

( 4 ) 77 dx+~^dy+d^dz~h • . =0 , 

et renfermera les n différentielles dx, dy, d £... Mais il importe dob¬ 
server que, parmi ces différentielles, les seules dont on pourra disposer 
arbitrairement seront celles des n — m variables regardées comme indé¬ 
pendantes. Les autres différentielles se trouveront déterminées en fonc¬ 
tion des premières et des variables elles-mêmes par les formules dvz=. o , 
d w hzî o, >tt q U j t lorsqu’on les développe, deviennent respectivement 

Leçons dt M. Cauchy. f' 
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, , dv , , dv ,, dv , ,_ <t<r — d7-\-..= o,8tc. 

(5) ***+■77 4 H- •= 0 - ^ d *y y ^ 1 

Cela posé, puisque i’équation ( 4 ) doit être verifiee , quelles que soient 
les différentielles des variables indépendantes, il est clair que, si Ion 
élimine de cette équation un nombre m de différentielles à l’aide des for¬ 
mules (5), les coefficiens des n — m différentielles restantes devront 
être séparément égalés à zéro. Or, pour effectuer l’élimination, il suffit 
d’ajouter à l’équation (4) l es formules (5) multipliées par des facteurs 
indéterminés, — A, — /*, — &c..;., et de choisir ces facteurs de 
manière à faire disparaître dans i’équation résultante les coefficiens de m 
différentielles successives-. Gomme d’ailleurs i équation résultante sera 
de la forme 


et qu’après y avoir fait disparaître les coefficiens de m différentielles, il fau¬ 
dra encore égaler à zéro ceux des différentielles restantes ; il est permis de 
conclure quelles valeurs de À, tirées de quelques-unes des formules 

1 J . J.. ri fxr . « 

( 7 ) 


du 


-—V *“ 


d XV 




du dv 

. - 77 . 


— Ur- 




, &c.. 


devront satisfaire à toutes les autres. Par conséquent, les valeurs de 
x,y, z ... propres à vérifier les formules (4) et (5) devront satisfaire 
aux équations de condition que fournit i élimination des indéterminées 
A, / a, v ... entre les formules (7). Le nombre de ces équatioins de con¬ 
dition sera ti — m. En les réunissant aux formules (2), on obtiendra en tout 
;/ équations, desquelles on déduira pour les variables données x,y, Z • ■ • 
plusieurs systèmes de valeurs, parmi lesquels- se trouveront nécessaire¬ 
ment ceux qui, sans rendre discontinue lune des fonctions u et du, 
fourniront pour la première des nuixinid ou des minitna, 

II est bon de remarquer que les équations de condition produites par 
l’élimination de A, /a, v . . . entre les formules (7) ne seraient altéiées 
en aucune manière, si l’on échangeait dans ces formules la fonction u 
contre une des fonctions v, » ... Par suite, on arriverait toujours aux 
mêmes équations de condition, si, au lieu de chercher les maxima et 
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minima de la fonction ü, en supposant vzro, w m o, .~T. , on cher¬ 
chait les tnaxima et minima de la fonction v, en supposant u = o , 
...» ou bien ceux de la fonction w , en supposant «=o, 
V=Q t ... ; Sic. On pourrait même, sans altérer les équations de con¬ 
dition, remplacer les fonctions u, v, w ... par les suivantes, «—* a, 

v _ w _ Cf & e . f . a,h,c ... désignant des constantes arbitraires. 

Dans le cas particulier où l’on veut obtenir les maxima ou les minima 
de la fonction u, en supposant x,y, z ... assujetties à une seule équation 
(8) v=±! 0 , 


les formules (7) deviennent 
_ du 

~dï 


, v du . dv _: 

(s>) 


. dv _ 

dy A dy ° ’ 


du 

d Z ' 


— A -t— =o , Sic ... ; 


et l’on 
(10) 


en conclut, par l’élimination de A, 


(tt) 

1 _ 1 

f d» \ 

\ dy ) 

1 

f d u \ 

( dv \ 
\ dx J 

r~ 1 

f dy } 

\ 'dy , 

F”" 

( 4 r) 


Cette dernière formule équivaut à //— 1 équations distinctes, lesquelles, 
réunies à l’équation (8), détermineront les valeurs cherchées de x,y, z ... 

i. er Exemple. Supposons que, a, b, c .. . r désignant des quantités 
constantes, et x, y, z • • • des variables assujetties a 1 équation 

=r\ ou x l -hy'-\-z-h... — r 1 =z°, 
on demande le maximum et le minimum de la fonction « = + 

Dans cette hypothèse , la formule (10) se trouvant réduite à 



on en conclura [voyez î Analyse algébrique, note ÏI] 


ax-\-by-+-C7-+-... , ✓ w __^(<2-4-i -W-H.. ) 

- 4 -7-“±—77—---- ■ • -, OU — —- Z2Z -—--, 

x'-h/'K-H- r r 


et par conséquent , 

(12) « = ±r]/^ i +r-f c l . ../ 

Pour s’assurer que les deux valeurs de u données par l’équation (12) sont 
un maximum et un minimum , il suffit d’observer qu’on aura toujours 
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C (ax-A-by-\-c £- 4 -.. .) z -h(h x — ay) x -\-(çx — az) 3, Ar.7M-(cy — 6%)*- H. A 

= fa*-\-b* -l-c*-*-...) (x* -b-y 2 -hz* —) > 

et par suite u* < (à 1 -h b'-hc 1 )r x , à moins que les vaieurs de x, y, 
Z . .. ne vérifient la formule (i i). 

2. e Exemple. Supposons que, a, b, c .... k désignant des quantités 
constantes, et x,y, z • • • des variables assujetties à l’équation 
ax by ci~\~ . . . = k , 

on cherche le minimum de la fonction s — \~z 2 -h... Dans cette 
hypothèse, on obtiendra encore la formule (i i), de laquelle on conclura 

*_u- + • ♦ ■) 


y{«) 


(* 4 ) 


-, et par suite 
k 1 


Si les variables ..., se réduisent à trois et désignent des coordonnées 
rectangulaires, la valeur de }/u, donnée par l’équation (i4)» représen¬ 
tera évidemment la plus courte distance de l’origine à un plan fixe. 

j. e Exemple. Concevons que l’on cherche les demi-axes d’une ellipse 
ou d’une hyperbole rapportée à son centre et représentée par l’équation 
A x* -h 2 B xy-h- Cy x = K. 

Chacun de ces demi-axes sera un maximum ou un minimum du rayon 
vecteur r, mené de l’origine à la courbe, et déterminé par la formule 
r z — y*-j-v*. Cela posé, comme on aura drz=i-K-(xdx-\-ydy), on nç 
pourra faire évanouir dr qu’en supposant r — oo ou xdx-hydy = o. 
La première hypothèse ne peut être admise que pour une hyperbole. 
En admettant la seconde, on tirera de la formule (io) 

X _ y _ _ x 2 -+-/ _ __A_ -—A—B- ~—C=B- 

Ax-\-By ~ Cy-+-Bx “ x(Ax-^By)-*-y(Cy-i-Bx) ~~ K ’ r 1 x 9 r 1 y 9 

(. 5 ) 

Observons maintenant qu’à des valeurs réelles de r correspondront tou¬ 
jours des valeurs positives de r x , et que l’équation (15) fournira, pour 
r z , deux valeurs positives, si l’on a AK >0, A C — B z > o ; une seule, 
si l’on a A C—B'< o. Effectivement, la courbe , étant une ellipse dans 
le premier cas, aura deux axes réels ; tandis que, dans le second cas, 
elle se changera en hyperbole, et n’aura plus qu’un seul axe réel. 
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DOUZIÈME LEÇON. 

Différentielles et Dérivées des divers ordres pour les Fonctions d’une 
seule variable. Changement de la Variable indépendante. 


Comme les fonctions d’une seule variable x ont ordinairement P our 
dérivées d’autres fonctions de cette variable, il est clair que d une fonc¬ 
tion donnée 7 —f(x) on pourra déduire en général une multitude de 
fonctions nouvelles dont chacune sera ia dérivée de la précédente. Ces 
fonctions nouvelles sont ce qu’on nomme les dérivées des divers ordres de 
y ou f(x), et on les indique à l’aide des notations 

/, f. y"> y IV > / . 

ou f(*), f (x), f iv (xj, r (x), . . . f <*(*). 

Cela posé, / ou f(x) sera la dérivée du premier ordre de la fonction 
propos ée y =f(x); y" ou f"(x) sera la dérivée du second ordre de/, 
et en même temps la dérivée du premier ordre de /'; &c... ; enfin y n) 
ou f (n) (x) \ti désignant un nombre entier quelconque] sera ia derivee de 
l’ordre n de y, et en même temps la dérivée du premier ordre de / ( 

Soit maintenant dx=h la différentielle de la variable * supposée 


indépendante. On aura, d’apres ce quon vient de dire, 

(■) z=^-> j —-JF' y — 


dy ("-*) 
dx ~ ’ 


ou, ce qui revient au même, 

(a) dy=/.h, d/=/.h, d/=/".h, ... =/"-'>■ h- 

De plus, comme ia différentielle d’une fonction de la variable * est une 
autre fonction de cette variable, rien nempeche de ditféiencier y plu 
sieurs fois de suite. On obtiendra de cette manière les différentielles des 
divers ordres de la fonction /, savoir : 

dy—yh=ydx, ddy=f,.dy=y"h'=zy"dx\ dddy=h'dy'=y" , F=y , "dx\ &c.. 
Pour abréger, on écrit simplement d*y au lieu de ddy, d'y au lieu de 
dddy, &c. ; en sorte que la différentielle du premier ordre est repré- 
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sentée par dy, là différentielle du second ordre par d*y, celle du 
troisième ordre par d 3 y, Sic ., et généralement la différentielle de l’ordre 
n par d y. Ces conventions étant admises, on aura évidemment 

(3) dy~y'dx, d\y=y"dx z , d 3 y—ÿ"dx ^, d*y=y ,v dx* t ...d n y~y (n) dx n , 
et par suite 

( 4 ) /= , /— ±i-, /"=- 4 ^-, 4 ^- 

Il résulté de la dernière des formules (3) que la dérivée de 1 ordre n, 
savoir, y (h) , est précisément le coefficient par lequel il faut multiplier 
la n. me puissance de la constante h=^dx pour obtenir la différentielle 
de l’ordre C’est pour cette raison que y <n) est quelquefois appelée le 
coefficient différentiel de l'ordre n. 

Les méthodes par lesquelles on détermine les différentielles et les 
dérivées du premier ordre pour les' fonctions d’une seule variable, servent 
également à calculer leurs différentielles et leurs dérivées des ordres su¬ 
périeurs, Les calculs de cette espèce s’effectuent très -facilement, ainsi 
qu’on va le montrer par des exemples. 

Soit d’abord y~— sin x. Comme, en désignant par a une quantité cons¬ 
tante, on a généralement ds\x\(x-t-a)= co&(x-*-a)d(x-+-a)z=zsin(x-wi-+"{' 7 r)dx, 
on en conclura 


ds\nx=sm[x+'- 7 r)dx ,dsm{x^vc\=sin[x+rt)dx y dûn{x+rt)^ût\{x+-\'ft)dx 

et par suite on trouvera 

pour 7=si n x, y — s i n (x-»-^ 7 r) , /=si n (x-t -7 r) ,/"=sï n (x-t- j7r),. y * 4 =si n (x-h^tt ). 
En opérant de même, on trouvera encore 

pour < y=cosx,y=cos(x-f-^ 7 r),y'=cos(x-H'?r)y // =:cos(x-v-^ 7 r),. y n; =rcoô(x-+-^7r)î 
poury=A*, y=A x fJA), y—A x (lA)\ y"=A x (lA)\ .../ n) =A x (lÀ) n ; 
pour y—x a f y=-ax a ~ 1 , y"= a (a— 1 )x a ~ z ,.. y {n) —a(n— 1 )(a—i)..(a—n+ i)x a ~\ 
Il est essentiel d’observer que chacune des expressions sin (x - 4 - \ nr 7 c), 
cos (x-\-- z ti' 7 c), admet seulement quatre valeurs distinctes qui se repro¬ 
duisent périodiquement et toujours dans le même ordre. Ces quatre 
valeurs, dont on obtient la première, la seconde, la troisième ou la qua¬ 
trième , suivant que le nombre entier n, divisé par 4 > donne pour reste 
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o, I, 2 ou 3, sont respectivement sinx, cos x, —sinx, — cos * ' 
pour l'expression sinfx-4 -{me), et cosx, — sinx, — cosx, sin x, pour 
lexpression C os (x -f- \n*rc). De plus, si, dans les fonctions A x , x*, on 
remplace la lettre A par le nombre e qui sert de base aux logarithmes 
Népériens, et la quantité a par le nombre entier n , on reconnaîtra que 
les dérivées successives de e x sont toutes égaies a e , tandis que, pour 
la fonction x *, la dérivée de 1 ordre n se réduit â la quantité constante 
1.2.3 ... n> et * es suivantes à tèto. 

En substituant les différentielles aux dérivées, on tirera des formules 
que nous venons d'établir 

d n smx=zsïï\(x-*-'-n'K)dx v , d n cosx= cos (x+'-n' 7 c)dx n , d n A x = A X (lA) n dx n , 
d n e x = e x dx n , d n (x a )=a(fi—i).'.{a—ii-t-i)x a -*dx n , d n (x 1 t )=zU2..^...n .dx n , 

d"l{ X J = dx.d'- ld±j±=!l dx", & C . 

Considérons encore les deux fonctions f(xAra) et f(ax). On trouvera 
pour yi^{x+a) f ÿ^Xx+ù),ÿ'^f\x-*-a )>• [x^d),d n y==f ( J {x-\-d)dx , 

pour [dx), <t t y=â n f° i \ax)dx n . 

Exemples. d n (x^a^=i. 2 .^..m.dx n , d n e ax = a e ax dx\,d n sïnax = &c... 
Soient maintenant y—f (x) et Z deux fonctions de x liées par i équation 

( 5 ) z = F (y)- 

En différenciant cette équation plusieurs fois de suite, on trouvera 

(6) d z =F'(y)dy é d' z ^F"(y)df+F'(y)d'y, d\=F'"(y)df+iF" (y)dyd'y 

-h F' (y) d l y , &c. 

Exemples . d n (d-+-yj=d n y> d n (—y)——d n y, d n (ay)—ad n y 3 d n (ax n )=^ 1.2.3. ' nM ^ x * 
de^^e^dy , À % t’(dy *&}) , &t> (dy % -4- $dy d'-y + d>y), &c'. 

Si la variable x cessait d’être indépendante, 1 équation 

(7) y “/W> 

étant différenciée plusieurs fois de suite , donnerait naissance à de nou¬ 
velles formules parfaitement semblables aux équations (6), savoir : 

(8) dy=f(x)dx> d i y*=f l (x)dx+f'(x)d z x, d'y^f'"(x)dx^f"{x)dxd'x 


On tire de celles-ci 
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( 9 ) 


/Y^ = -77-> 


I /"(*) = 

&c. 


_ dxfdxdiy—dydix )— 3 d 2 x(dxd 2 y—dyd 2 x) 

dxf 


1 j / dxd 2 y — dyd*x 

!ï d \ 77> 


Pour revenir au cas où x est variable indépendante, il suffirait de sup¬ 
poser la différentielle dx constante, et par suite d i xz=z o, d 3 x = o, &c. 
Alors les formules (9) deviendraient 


(■o) f (*)=■&> f(*) = 


/"'(*)=- 


dx 5 


&c.. , 


c’est-à-dire quelles se réduiraient aux équations ( 4 ). De ces dernières, 
comparées aux équations (9), il résulte que, si l’on exprime les dérivées 
successives de f (x) à l’aide des différentielles des variables x et y=f (x), 
i.° dans le cas où la variable x est supposée indépendante, 2. 0 dans le 
cas où elle cesse de l’être, la dérivée du premier ordre sera la seule dont 
l’expression reste la même dans les deux hypothèses. Ajoutons que, pour 
passer du premier cas au second, il faudra remplacer 

d 2 y dxd 2 y — dyd 2 x ■ d y y dx(dx<Py — dyd l x )—3 d*x(dxd*y — dyd 2 x ) n 

:ï,~ P ar — 77 >— ’ ~d P ar - j x \ 1 ~ » &c -- 

C’est par des substitutions de cette nature qu’on peut opérer un change¬ 
ment de variable indépendante . 

Parmi les fonctions composées d’une seule variable, il en est dont 
les différentielles successives se présentent sous une forme très-simple. 
Concevons, par exemple, que l’on désigne par u, v, w .... diverses 
fonctions de x. En différenciant n fois chacune des fonctions composées 
u-hv, u — v, u- f-vp/—i , au-\-bv-\-cw —|—..., on trouvera 
(11) d n (u^-v)—d n u^-d n v ) d n (u—v)=d n u—d n v, d n (u-hr/^\)=d n u+d n vV^ï, 
(1-2) d n (au-t-bv-hcw-\~. . .) — ad n u-{-bd n v-\-cd n w-h. . . 

Il suit de la formule (12) que la différentielle d n y de la fonction entière 
y =z ax m -+- bx m ~ l -1- cx m ~ z -+- . . , -\-px z -f- qx -+- r 
se réduit, pour n—m, à la quantité constante 1 .2.^^»nuadx m t et pour 
n > tti, & zéro. 
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TREIZIÈME LEÇON. 

Différentielles des divers ordres pour les Fonctions de plusieurs variables . 

Soit w=.f(x,y, %•••) une fonction de plusieurs variables indépen¬ 
dantes x, y, g... Si l’on différencie cette fonction plusieurs fois de suite, 
soit par rapport à toutes les variables , soit par rapport a 1 une d elles 
seulement, on obtiendra plusieurs fonctions nouvelles dont chacune 
sera la dérivée totale ou partielle de la précédente. On pourrait même 
concevoir que les différenciations successives se rapportent tantôt à une 
variable, tantôt à une autre. Dans tous les cas, le résultat d’une, de deux, 
de trois, ... différenciations, successivement effectuées , est ce qu on 
appelle une différentielle totale ou partielle , du premier , du second, du troi¬ 
sième ... ordre. Ainsi, par exemple, en différenciant plusieurs fois de suite 
par rapport à toutes les variables, on formera les différentielles totales 
du, ddu , dddu ... que l’on désigne , pour abréger, par les notations du , 
d z u , d* u , ... Au contraire, en différenciant plusieurs fois de suite par 
rapport à la variable x, on formera les différentielles partielles d x u, 
d x d x u > d x d x d x u ,... que l’on désigne par les notations d x u, d x u, d x >u.., 
En générai, si n est un nombre entier quelconque, la différentielle to¬ 
tale de l’ordre n sera représentée par d”u, et la différentielle du même 
ordre relative à une seule des variables x,y, %.. par d x ”u, d”u, dfu, &c. 
Si l’on différenciait deux ou plusieurs fois de suite par rapport à deux 
ou à plusieurs variables, on obtiendrait les différentielles partielles du 
second ordre ou des ordres supérieurs désignées par les notations d x d y u, 
d y d x u, d x d z u ,... d x d y d z u, ... Or, il est facile de voir que les différen¬ 
tielles de cette espèce conservent les mêmes valeurs quand on intervertit 
l’ordre suivant lequel les différenciations relatives aux diverses variables 
doivent être effectuées. On aura, par exemple, 

(i) d x d y u = d y d x u. 

T’est effectivement ce que l’on peut démontrer comme il suit. 

Leçons de M. Cauchy. M 
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Concevons que Ton indique par ia lettre placée au bas de la carac¬ 
téristique A, l’accroissement que reçoit une fonction de x,y, £.. lorsqu on 
fait croître x seule d’une quantité infiniment petite cl dx. On trouvera 

(2) A x u=f(x-t-a,Jx,y,z---)—/(*'?> I d * ü = îim -“T"’ 

(3) A x d y u = d y (u-+-A x u) — d y a = d y A x u, et par suite 


puis, en faisant converger et vers zéro, et ayant égard a la seconde des 
formules (2), on obtiendra i’équation (1). On établirait de ia meme ma¬ 
nière les équations identiques d x d z u = d z d x u , d y d z u = d z d y u , &c. 


Exemple. Si i’on pose u z=. arc tang -y- > on trouvera 
// a ~ A y r d y u= x2 dy , d y d x u=d x d y u — 


1 —y 


-y) 


717 dx dy. 


L’équation (1) étant une fois démontrée, iï en résulte que, dans une 
expression de la forme d x d y d l ..u , il est toujours permis d échanger entre 
elles ies variables auxquelles se rapportent deux différenciations consé¬ 
cutives. Or, il est clair qu’à l’aide d’un ou de plusieurs échanges de cette 
espèce, 011 pourra intervertir de toutes les manières possibles l’ordre 
des différenciations. Ainsi, par exemple, pour déduire la différentielle 
d z d y d x u de la différentielle d x d y d 7 u, il suffira d’amener d’abord par 
deux échanges consécutifs la lettre x à la place de ia lettre 1, puis d’é¬ 
changer ensuite les lettres y et afin de ramener la lettre y à ia seconde 
place. O11 peut donc affirmer qu’une différentielle de la forme d x d y d % .. u 
a une valeur indépendante de l’ordre suivant lequel sont effectuées les 
différenciations relatives aux diverses variables. Cette proposition subsiste 


dans le cas même où plusieurs différenciations se rapportent à i une des va¬ 
riables, comme il arrive pour les différentielles d x d y d x ii, d x d y d x d x u , &c. 
Lorsque cette circonstance se présente, et que deux ou plusieurs différen¬ 
ciations consécutives sont relatives à la variable x, on écrit, pour abréger, 
d l x au lieu de d x d x , d* K au lieu de d x d x d x > &c. Cela pose, on aura 
d, 2, x d y U — d x d y d x u zz; d y d* x u, dd y d z u nzi d x d y d x d z d x u — d y d x d z ii~ m&c... 
d\d\ü = d\d\u, d x d%d\u — d x d\d z y u = d z y d x d\u = &c- 
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et généralement, l, m, n ... étant des nombres entiers quelconques, 

( 4 ) d l x d n ,d\..u=zd l .d\d m ,..u = d m ,d l x d\..u = 8ic... 

Comme , en différenciant une fonction des variables indépendantes 
x, y, par rapport à l’une d’elles, on obtient pour résultat une 

nouvelle fonction de ces variables multipliée par la constante finie dx, 
ou dy, ou d Z .~, et que, dans la différenciation d’un produit, les 
facteurs constans passent toujours en dehors de la caractéristique d; il 
il est clair que, si l’on effectue l’une après l’autre, sur la fonction 
u—f{x, y, £...), / différenciations relatives à m différenciations re¬ 
latives à y, n différenciations relatives à la différentielle qui résul¬ 
tera de ces diverses opérations, savoir , d l x d m y d\... u, sera le produit 
d’une nouvelle fonction de x, y, Z • •• P ar Ies facteurs dx, dy,d z • • • 
élevés, le premier à la puissance /, le second à la puissance m , le troi¬ 
sième à la puissance «... La nouvelle fonction dont il s agit ici, est 
ce qu’on nomme une dérivée partielle de u , de Y ordre /+« + « + ••• 
Si on la désigne par & (x, y, Z •••)> on aura 

( 5 ) d l J%d\...u~'Gr{x,y,z...)dx l dy m dz n ---, et par suite 

, ^ d l x d m y d n j ...u 

(6) v{x,y,z---) — 77 ’ 

Il est facile d’exprimer les différentielles totales d l u, d^u ... à l’aide des 
différentielles partielles de la fonction u, ou de ses dérivées partielles. En 
effet, on tire de la formule (io) [8. c leçon] 

d 1 u zz: ddu z= d x du H- dydu -h d z du H- . .. 
=zd x [d x u-t-d y u+d l u.'.)-+-d y (d x u-*-d y u+d l u .,,)-*-d l (d x u-*rd f ü-+*d l a .:), 


et par suite 

( 7 ) d x u=:d t x ü+d t y ü+d\u+...+zd x d y ü-+zd ll d l ü ...+ 2 d,d t u +..., 
ou, ce qui revient au même, 

(8) d x u = 

On obtiendrait avec la même facilité les valeurs de d}u, ddu, ... 


Exemples. dd(xyù-=.î{xdydi-\rydidx-ï-idxdy), d'(xy Z )=6dxdydz, 
d‘(x*+y'-t- Z t ...\=2(dx 1 +dy % +dz 1 ..),d'(x’+y'+-zh.)=6{dx'-*-dy'-'rdï > ...),&c. 
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Pour abréger, on supprime ordinairement dans les équations ( 6 ), (8), 
&c., les lettres que nous avons écrites au bas de la caractéristique d, et 
l’on remplace le second membre de la formule (d) par la notation 

. Jl + m + n. . . u 

'9* dx‘ dy m d? ... 

Alors les dérivées partielles du second ordre se trouvent représentées par 
5 » t— • • 4 ~T ’ T~T • • T~T • ; » ^ es dérivées partielles du troisième 

dx 2 dy 2 d ^ 2 dxdy dxdi dydi r 

ordre, par d j—^ 9 7 vJ ~â •••» 5 et ta valeur de se réduit à 


(io) 


dx 2 dxdy 2 

d 1 u ■=. 

d 2 u i z (Pu 


d 3 u , z d 3 u . x d 1 u . z (Pu j. cP u . . d 2 u , , 


‘O' 2 




’ 




Mais il n’est plus permis d’effacer, dans cette valeur, les différentielles 


dx, dy, d^..., attendu que -jyyr 9 


< dy 


ne désignent pas les quo- 


tiens quon obtiendrait en divisant d~u par dx z , ou par dxdy ,... 

Si, au lieu delà fonction u—f[x,y , £...), on considérait la suivante 
(ii) s = F(u, v, w ...), 

les quantités u, v , w'... étant elles-mêmes des fonctions quelconques des 
variables indépendantes x, y, les valeurs de d z s, d ) s.. se déduiraient 
sans peine des principes établis dans la neuvième leçon. Effectivement, 
en différenciant plusieurs fois la formule (i i), on trouverait 

, dF (u,v,w...) j , dF (u,v,w...) . dF (u,v,w..) , « 

ds = - L r u — du-\ -rfT- 2 *- 1 --*-&<••• 


d 2 F(u,v,w...) . . 

.-H 2-3—7- -dudv+..~ 

du dv 


dP(u,v,w...) 
du 


d'u-t-ütc. 


(12) ds ^ F (y _ >p l du 2 . 
du ‘ 

&c.. . 

Exemples. d n (u-*-v)=d n u-*-d n v, d p [u -v)—d n u-d n v, d n [u->rvY-\)—d n u^~V~d n v, 
d n [au -i-bv-*- cw + ...) = a d n u + bd n v-h c ip-+- ... 

On obtiendrait encore avec la plus grande facilité les différentielles des 
fonctions implicites de plusieurs variables indépendantes. Il suffirait de 
différencier une ou plusieurs fois de suite les équations qui détermineraient 
ces mêmes fonctions, en considérant comme constantes les différentielles 
des variables indépendantes, et les autres différentielles comme de nou¬ 
velles fonctions de ces variables. 
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QUATORZIEME LEÇON. 

Méthodes propres à simplifier la recherche des Différentielles totales, pour 
les fonctions de plusieurs variables indépendantes. Valeurs symbo¬ 
liques de ces Différentielles . 

Soit toujours u=f{x,y, fr..) uue fonction de P Ius5eurs vanabI ^ s 

indépendantes et désignons par <p { x > y >1 • • • )» %( A * * 

4 (x t y, Z - . .), &c., ses dérivées partielles du premier ordre relatives a 
x, à; f , à z ... Si l’on fait, comme dans la 8. e leçon, 

(,) F{aLj^=f[x-hctdx,y-h(tdy, £-+-etdz ...) , 

puis, que ion différencie les deux membres de l’équation (1) par rapport 

à la variable et, on trouvera 

( 2 ) F' (f)—(p{x-+<Ldx,y+-a.dy, i+cLdi^dx+x^^dx,y+ctdy, z+*Jz..)dy 

-h4 ,{x + *,dx , y+didy, z-*-*'di..)dz + ... 

Si, dans cette dernière formule, on pose cl = o , on obtiendra la suivante 

(j) F 9 (o) = Ç> [x-,y, i".)dx + (*• J* & * •) dz ^~‘ * * = du; 

laquelle s’accorde avec l’équation (16) de la huitième leçon. De plus, il 
résulte évidemment de la comparaison des équations (1) et (2) quen dif 
férenciant, par rapport à et, une fonction des quantités variables 
( 4 ) x-+-cLdx, y-\-<Ldy, z-hctdz, ... 

on obtient pour dérivée une autre fonction de ces quantités combinées 
d'une certaine manière avec les constantes dx , dy, d Z ••• De nouvelles 
différenciations, relatives à la Variable devant produire de nome.les 
fonctions du même genre, nous sommes en droit de conclure que les ex 
pressions (4) seront les seules quantités variables renfermées, non-seulemen t 
dans F{&) et F\c t), mais aussi dans F" (cl), F"'(*)~ > et généralement dans 
F {n) (et),//désignant un nombre entier quelconque. Par suite les différences 
F(fit) —F(o), F'[cl)-F'{o), F"(<l)-F"{o), ... F (mi [a)-F w (t>), 
seront précisément égales aux accroissemens que reçoivent les fonctions 
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tic x, y, Z . •. représentées par 

F (o), F' (o), F" (o). F (n) (o), 

lorsqu’on attribue aux variables indépendantes les accroissemens infini¬ 
ment petits cLdx, <l dy,cL d i ... Cela posé, comme on a F(o)—.u, on 
trouvera successivement, en faisant converger cl vers la limite zéro, 

F' (o) — lim - 1 — Jim — du , 

F" (o) = lim ■ F ^ a F ^ ~T~ — ddu — d % u , 

F 1 " (o) == lim F ^ — lj m — dd 1 u — d } u ; 

&C. . . . 


F (n) (o)=lim 




'M = n m éÉl 




En résumé, l’on aura 

(5) u = F( o), du=F\ o), d l u = F"[o ), 

Ainsi, pour former les différentielles totales du, d x u . d n u, il suffira 
de calculer les valeurs particulières que reçoivent les fonctions dérivées 
.F (cl), F" (cl) . . . F ( ) (et), dans le cas où la variable cl s’évanouit. 

Parmi les méthodes propres à simplifier la recherche des différentielles 
totales , on doit encore distinguer celles qui s’appuient sur la considéra¬ 
tion des valeurs symboliques de ces différentielles. 

En analyse, on appelle expression symbolique ou symbole, toute combi¬ 
naison de signes algébriques qui ne signifie rien par elle-même, ou à 
laquelle on attribue une valeur différente de celle qu’elle doit naturelle¬ 
ment avoir. O11 nomme de même e'quations symboliques, toutes celles qui, 
prises à la lettre, et interprétées d’après les conventions généralement 
établies, sont inexactes ou n’ont pas de sens, mais desquelles on peut 
déduire des résultats exacts, en modifiant ou altérant, selon des règles 
fixes, ou ces équations elles-mêmes, ou les symboles qu’elles renferment. 
Dans le nombre des équations symboliques qu’il est utile de connaître, 
on doit comprendre les équations imaginaires [voyez K Analyse algébrique, 
chapitre VII ] , et celles que nous allons établir. 

Si Ton désigne par a, b, c.. des quantités constantes, et par 1 , m, n ,. p, 
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q, r... des nombres entiers, la différentielle totale de Fexpression 

(6) adj d y m df ... ü -+- b d* dfi dff ... u H- &c... 
sera donnée par la formule 

(7) d[*dj d/d z \.U+bd/d/d z T .M+..]=dlûdJd/d z \M+bd/d/d z r ..U+..] 
+d y [ad x l dj n d z .M-^-bdfdfd z ..«-K è\-hd z [adJd y m d z ..u-*-bd/dfd z r ..u +..]... 

=adj+'d/ l d z \.u+ad l x d y m +'d z \.u+adjd y m d z ^\.u..+bd/+'dfid z r ..u+... 

De cette formule réunie à l’équation (4) de la 13.® leçon , on déduit im¬ 
médiatement la proposition suivante. 

Théorème. Pour obtenir la différentielle totale de l'expression ( 6 ), il suffit de 
multiplier par d le produit des deux facteurs ad J d y m d z .. -h b dff dfi d z ..-h.. , 
et u, en supposant d zzz d x h- d y -+- d z -+-, et opérant comme si les notations 
d, d xt d y , d z ... représentaient de véritables quantités distinctes les unes des 
autres, de développer le nouveau produit, en écrivant, dans les différais termes, 
les facteurs a, b, c . . . à la première place , et la lettre u à la dernière ; 
puis de concevoir que, dans chaque terme, les notations d x , d y , d z ... cessent de 
représenter des quantités et reprennent leur signification primitive . 

Exemples. En déterminant, à l’aide de ce théorème, la différentielle 
totale de l’expression 

(8) d x u — f— d y u —I— d z u H— ... , 

on obtiendra précisément la valeur de ddu ou de d~u, que fournit l’é¬ 
quation (7) de la leçon précédente. En appliquant de nouveau le théo¬ 
rème à cette valeur de d x u, on obtiendra celle de d'u, et ainsi de suite. 
Nota. Lorsqu’on ne fait qu’indiquer les multiplications, à l’aide desquelles 
on peut, d’après le théorème, calculer la différentielle totale de l’expres¬ 
sion (6), on obtient, au'lieu de l’équation (7), la formule symbolique 
f d[adJd y m d z \..u-+-bd x rd/d z r ...u-E...]~ 

^ | ^adjd y m d z ...-\-bd x p dfi d. z \d x —|— d y -\-d z -\-. ..] u. 

Comme, dans la formule (9), les notations d x , d y , d z sont employées 
pour représenter des différentielles, cette formule, prise à la lettre, n’a 
aucun sens ; mais elle redevient exacte, dès qu’on a développé son second 
membre, à l’aide des règles ordinaires de la multiplication algébrique, 
et en opérant comme si d,, d y , d z ... étaient de véritables quantités. 


56 COURS d'analyse. 

Lorsqu’à l’expression ( 6 ) on substitue l’expression (8), et que l’on diffé¬ 
rencie cette dernière plusieurs fois de suite, on obtient par les mêmes pro¬ 
cédés les valeurs symboliques des différentielles totales d~u, d ] u.., savoir, 
(d x +d y +d v .)(d x -+-d y +d v .)u, [d t +dy^ v .){J s -*-d y -U v ) [d x -+-d y -+-d v ) u, &c. 
En joignant à ces valeurs symboliques celle de du, puis écrivant, pour 
abréger, (d x -{-d y -{-d l ... )* au lieu de (d x -+-d y -\-d z ...) [d x -\-d y -\-d L ...), 
(d x -\-d y -\-d l ...y au lieu de [d x -\-d y -\-d z ..,) (il x -\-d y -\-d l .».){d g -\-d y -+-d v ..) * 
&c... on formera les équations symboliques 

(10) du = [d x -\-d y -*-d v .) u, d 1 u — (d x -*-d y -*-d v .y U , d*u = (d x -+-d y -+-d t .*Y U,. 
et l’on aura généralement, n désignant un nombre entier quelconque, 

(11) d n u [d x -\- d y -\- d L ... )" u. 

Soit maintenant 

(12) j = F[u, v, w ...), 

n, v, w.. étant des fonctions des variables indépendantes *,y,£..On trouvera 
encore 

(13) d n s = (d x -h d y -\- d z ...)" s. 

Il est très-facile de développer le second membre de cette dernière équa¬ 
tion, dans le cas particulier où l’on suppose u fonction de * seule, v 
fonction dey seule, w fonction de £ seule, &c... D’ailleurs, pour passer 
de ce cas particulier au cas générai, il suffira évidemment de remplacer 
d x u , d\u, d\u... par du, d 2 u, d } u.., d y v, d l y v.. par dv , d l v.. t &c..., 
c’est-à-dire, d’effacer les lettres x, y, £.. placées au bas de la caractéris¬ 
tique d. Donc il sera facile , dans tous les cas , de tirer de la formule (13) 
la valeur de d n s. Prenons, pour fixer les idées, s = uv. En opérant, 
comme on vient de le dire, on trouvera successivement 

( 14) d n [uv) = u d y n y-»- ? d x u d y n ~'v-+- ~ d g x ud^'v-*-..-*- n - d y vd x *~'u-hd / u , 


(15) d n (uv) = tid*v-+-”du d"-'vA- T ^-^-d*ud" t v-^-...-^ 1 ~dvd^u-^vd tt n. 

La dernière formule subsiste, quelles que soient les valeurs de u, v, eu 
x, yp et dans le cas même où u, v, se réduisent à deux fonctions de x. 




a x" J 


a * x x 
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QUINZIÈME LEÇON. 

Relations qui existent entre les Fonctions d'une seule variable et leurs 
dérivées ou différentielles des divers ordres. Usage de ces différentielles 
dans la recherche des maxima et minima. 


Supposons que la fonction f(x) s’évanouisse pour la valeur particu¬ 
lière de la variable a-. Concevons de plus que cette même fonction et 
ses dérivées successives, jusqu’à celle de I ordre , soient continues 
dans le voisinage de la valeur particulière dont il s’agit, et que la 
continuité subsiste pour chacune d’elles entre les deux limites 
x znzx 0 -+■ h» L’équation (6) de la y. c leçon donnera 

f(xo-hh) — f(x 0 ) -h hf (x Q -\-§h) = kf (x. , 

G désignant un nombre inférieur à l’unité; ou, en dautres termes , 

(1) f(x a -^-h) — hf (x 0 -\-hj, 

//, désignant une quantité de même signe que h , mais d une valeur 
numérique moindre. Si les fonctions dérivées f (x), f (a) 
s’évanouissent à leur tour pour xzz:x ot on trouvera encore 
[ f ( x * h t ) = h, f" (xo-hhj, 

/ \ I f( x 0 -H hf,) ’= = -h x f (xq H - h t 

(2) ] &c.. • . 

( ; 

h v% h x , A, ... h n représentant des quantités qui seront toutes de même 

signe, mais dont les valeurs numériques décroîtront de plus en plus. Des 
équations (2) réunies à l’équation (1), on déduira sans peine la suivante 

(3) f(x 0 + h)=hh l h x ... h^ x f (n) (x.^K) f 

dans laquelle h n sera une quantité de même signe que h , et le produit 
hh y h, ,.h„ , une quantité de même signe que h n . Ajoutons que les deux 

rapports seront des nombres évidemment compris entre 

Leçons de M. Cauchy. 
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les limites o et I, cîe sorte quën désignant par G et 0 deux nombres de 
cette espèce, on pourra présenter l’équation (3) sous la forme 

(4) f(*.-ht) = ® h H f (n) (*o + U).- 

Si l’on imagine que la quantité h devienne infiniment petite , la for¬ 
mule (4) subsistera toujours, et l’on trouvera, en écrivant / au lieu de h, 

(5) / (x. -H i) = ® i n f (n) (x* -H 6 *). 

De plus, comme, pour de très-petites valeurs numériques de i, l’expres¬ 
sion f w (x a -h§i) sera très-peu différente de f (n) (x 0 ), on déduira immé¬ 
diatement de l’équation (5) la proposition que je vais énoncer. 

i. er Théorème. Supposons que la fonction f (x) et ses dérivées successives, 
jusquà celle de l’ordre n, étant continues par rapport à x dans le voisi¬ 
nage de la valeur particulière x = x ot s’évanouissent toutes, à l’exception de 
f (n) (x), pour cette même valeur . Alors, en désignant par i une quantité très- 
peu différente de zéro, et posant * = * 0 -h i, on obtiendra pour f (x) une 
quantité affectée du même signe que le produit i n f (n) (xj. 

II est aisé de vérifier ce théorème sur la fonction f(x)=[x —* 0 )*q>(*). 
Lorsque la fonction f(x) cesse de s’évanouir pour x=:x 0 , le théo¬ 
rème 1 . er peut être remplacé par le suivant. 
z. e Théorème. Supposons que les fonctions 

f( x )’ /'(*)> ■■■■ f (n *(*)• 

étant continues par'rapport à x dans le voisinage de la valeur particulière 
x=r:x 0 , s'évanouissent toutes, à l’exception de la première f (x) et de la 
dernière f (n) (x), pour cette même valeur. En désignant par i une quantité 
très-peu différente de zéro, on obtiendra pour la différence infiniment petite 
f{x 0 -*-i) — f(xo) une valeur affectée du même signe que le produit i n f (n) (x 9 ). 

Démonstration. Pour déduire le 2. c théorème du i. er , il suffit de substi¬ 
tuer à la fonction f[x) la fonction f{x)—f(x 0 ) qui a les mêmes dérivées 
que la première , et qui de plus s’évanouit pour En vertu de la 

même substitution, l’équation (5) se trouvera remplacée pai; la suivante 

( 6 ) f(x . -f- i) -f(x.) = 0 i n f (n) (x. H- 0 i): 
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Si maintenant on écrit * au lieu de *v, et si Ion pose f(x)=y , 
Ax = i = du/ij Iéquation (6) prendra la forme 

(7) A y = &**(* y 

@ désignant, aussi bien que et, une quantité infiniment petite. Toutefois 
il est essentiel d’observer que la formule (7) subsistera seulement pour 
la valeur particulière x=x Q . 

Corollaire . Les mêmes choses étant admises que dans le 2. e theoreme, sup¬ 
posons qu’après avoir assigné à la variable x la valeur x 0 , on attribue a cette 
même variable un accroissement infiniment petit. L accroissement corres¬ 
pondant de la fonction f{x) sera, si n désigne un nombre pair, une quan¬ 
tité constamment affectée du même signe que la valeur def (n \x) ou ded”y,. 
correspondante à x = x a . Si au contraire n représente un nombre impair, 
l’accroissement de la fonction changera de signe avec celui de la variable. 

Nous avons fait voir dans la 6. e leçon que les valeurs de x, qui, sans rendre 
discontinue l’une des fonctions /(*),/'(*)» donnaient pour la première des 
maxima ou des minima , étaient nécessairement des racines de l’équation 

(8) f(x) = o. 

Or, à l’aide de ce qui précède, on pourra décider en général si une racine 
de l’équation (8) produit un maximum ou un minimum de f[x). En effet 
soient cette racine, et f (n) (*) la première des dérivées de f(x) qui ne 
s’évanouisse pas avec f {x), pour la valeur particulière Supposons 

de plus que, dans le voisinage de cette valeur particulière, les fonctions 
f(x), f < 9 ? (x) soient toutes continues par rapport à .y. II suit 

évidemment du 2. c théorème que /(*•) sera un maximum, si, // étant un 
nombre pair, f (nJ (x 0 ) aune valeur négative; et un minimum, si n étant un 
nombre pair, f (n) (x 0 ) a une valeur positive. Si n était un nombre impair, 
l’accroissement de la fonction changeant de signe avec celui de la va¬ 
riable, f{x 0 ) ne serait plus ni un maximum, ni un minimum. En observant 
d’ailleurs que les différentielles d /(*), d x f{x)> ... s’évanouissent toujours 
avec les fonctions dérivées /'(a-), /"(*), ... et que, pour des valeurs 
paires de //, d n f{x) = f (nJ {x) dx n a le même signe que f (H) [x) } on se 
trouvera naturellement conduit à la proposition suivante. 
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3. e Théorème. Soit y —/ (x) une fonction donnée de la variablè x. Pour 
décider si une racine de l'équation dy = o produit un maximum ou un mi¬ 
nimum de la fonction proposée, il suffira ordinairement de calculer les valeurs 
de d l y, d 3 y, d*y ... correspondantes à cette racine. Si la valeur de d % y est 
positive ou négative, la valeur de y sera un minimum dans le premier cas, 
un maximum dans le second. Si la valeur de d*y se réduit à zéro, on devra 
chercher parmi les différentielles d'y, d* y,... la première qui ne s'évanouira 
pas. Désignons celle-ci par d n y. Si n est un nombre impair, la valeur de y ne 
sera ni un maximum ni un minimum. Si au contraire n est un nombre pair, 
la valeur de y sera un minimum, toutes les fois que la différentielle d”y sera 
positive, et un maximum, toutes les fois que la différentielle d n y sera négative. 

Nota. II faut admettre pour ie $. c théorème, comme pour les deux 
premiers, que la fonction y, et ses dérivées successives, jusqua celle de 
l’ordre n, sont continues dans le voisinage de la valeur particulière at¬ 
tribuée à la variable x. 

Si, au lieu de prendre pour y une fonction explicite de la variable x ; 
on supposait la valeur de y en x donnée par une équation de la forme 
u = o , le 3. e théorème serait toujours applicable. Seulement, dans cette 
hypothèse, les valeurs successives de dy, d x y, d'y... devraient être dé¬ 
duites des équations différentielles duz=. o, d* uz=zo , d'u=z o, &c... 

Exemple. Soit yz=x a e~*, a désignant une quantité positive. On aura 
l(y)=:al(.x)—x. En différenciant deux fois de suite la dernière équation, 
on trouvera 



puis, en posant dy = o, et faisant abstraction de la valeur zéro que y 
peut recevoir , 



La valeur de d 1 y donnée par la seconde des formules (p) étant négative, 
il en résulte que la valeur de x donnée par la première fournit un maximum 
de y. 
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SEIZIÈME LEÇON. 

Usage des Différentielles des divers ordres dans la recherche des maxima 
et minima des Fonctions de plusieurs variables. 


Soit u =f[x,y, £...) une fonction des variables indépendantes x, 
y» Z"’ * et posons, comme dans la io. e leçon, 

(1) f(x-\-<tdx, y-h-ady, ..) = F{<*,). 

Pour que la valeur de u relative à certaines valeurs particulières de x, 
y, z»" soit un maximum ou un minimum, il sera nécessaire et il suffira 
que la valeur correspondante de devienne toujours un maximum 

ou un minimum, en vertu de la supposition <*,= 0. On en conclut [voyez 
la io. e leçon] que les systèmes de valeurs de x, y, z •• • qui, sans rendre 
discontinue l’une des deux fonctions u et du, fournissent pour la pre¬ 
mière des maxima ou des minima, vérifient nécessairement, quels que 
soient dx, dy, dz ••• , l’équation 

(2) du -z zi o , 


et par conséquent les suivantes 

t \ du du du 0 

u) -zr = °> ~ij~ = °> — = «>. 

Soient x oy y oi £ 0 ... les valeurs particulières de x, y, £... dont se com¬ 
pose un de ces systèmes. La valeur correspondante de F[c t) deviendra 
un maximum ou un minimum pour ct=:o, quelles que soient les diffé¬ 
rentielles dx, dy y dz -.., si, pour toutes les valeurs possibles de ces 
différentielles , la première des quantités F'[ o), F" (o), F m [ o), &c... 
qui ne sera pas nulle, correspond à un indice pair, et conserve tou¬ 
jours le même signe [voyez * 5 * leçon]. Ajoutons que -F(o) sera un 
maximum, si la quantité dont il s’agit est toujours négative, et un mini¬ 
mum , si elle est toujours positive. Lorsque celle des quantités ^'(o), 
F"(o), F" , ( o)..., qui cesse la première de s’évanouir, correspond à un 

Leçons de M. Cauchy, p 
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indice impair, pour toutes les valeurs possibles de dx, dy, d^.,., ou 
seulement pour des valeurs particulières de ces mêmes différentielles, ou 
bien encore, lorsque cette quantité est tantôt positive , tantôt négative, 
alors F( o) ne peut plus être ni un maximum, ni un minimum. Si mainte¬ 
nant on a égard aux équations (5 ) de la i4- c leçon , savoir, 

F[o)'=^u, F'{p)-=^du, F"[o) — d z u, & c.... 
on déduira des remarques que nous venons de faire, la proposition suivante. 

Théorème. Soit u=f(x,y, z>->) une fonction donnée des variables in¬ 
dépendantes x, y, z • • • Pour décider si un système de valeurS de x, y, Z •• • 
propre à vérifier les formules (3) produit un maximum ou un minimum de 
la fonction u, on calculera les valeurs de d z u, d^u, d*u, &c... qui cor¬ 
respondent à ce système, et qui seront évidemment des polynômes dans lesquels 
il n’y aura plus d’arbitraire que les différentielles dx — h, dy — k, dz-l- Soit 


( 4 ) 


d n u : 


d n u 


h n - f- 


dy* 


k n - 


dx n ~ I dy 


h n ~ l fi¬ 


le premier de ces polynômes qui ne s évanouira pas, n désignant un nombre 
entier qui pourra dépendre des valeurs attribuées aux différentielles h, k, /... 
Si, pour toutes les valeurs possibles de ces différentielles, n est un nombre 
pair, et d n u une quantité positive, la valeur proposée de u sera un minimum. 
Elle sera un maximum , si, n étant toujours pair, d n u reste toujours néga¬ 
tive. Enfin, si le nombre n est quelquefois impair, ou si la différentielle d n u 
est tantôt positive, tantôt négative, la valeur calculée de u ne sera ni un 
maximum, ni un minimum. 


Nota. Le théorème précédent subsiste, en vertu des principes établis 
dans la 15 , e leçon, toutes les fois que les fonctions F [cl) , F (et) ,.. F {,,; [cl) 
sont continues par rapport à et, dans le voisinage de la valeur particu¬ 
lière cl —o, ou, ce qui revient au même , toutes les fois que u, du, 
d z u .. d n u sont continues, par rapport aux variables x, y, Z ••• ^ ans 
voisinage des valeurs particulières attribuées à ces mêmes variables. 

Corollaire i. er Concevons que, pour appliquer le théorème, on forme 
d’abord la valeur de l’expression 
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en substituant les valeurs de x, y, tirées des formules (3) dans ies 
fonctions dérivées , -jp-> ... ° n trouvera zéro pour 

résultat, si toutes ces dérivées s’évanouissent. Dans i hypothèse con¬ 
traire, d 1 u sera une fonction homogène des quantités arbitraiies h,k,l 
et, si l’on fait alors varier ces quantités, il arrivera de trois choses 1 une. 
Ou la différentielle d'u conservera constamment le même signe, sans 
jamais s’évanouir ; ou elle s’évanouira pour certaines valeurs de h, k,l 
et reprendra le même signe, toutes les fois quelle cessera d’être nulle; 
ou elle sera tantôt positive, et tantôt négative. La valeur proposée de 
u sera toujours un maximum ou un minimum dans le premier cas,' 
quelquefois dans le second, jamais dans le troisième. Ajoutons que Ion 
obtiendra dans le second cas, un maximum ou un minimum , si , pour 
chacun des systèmes de valeurs de h, k, /... propres à vérifier i équa¬ 
tion d'u = o, la première des différentielles d'u,d±u... qui ne s’éva¬ 
nouit pas, est toujours d’ordre pair et affectée du meme signe que celles 
des valeurs de d x u qui diffèrent de zéro. 

Corollaire 2. e Si la substitution des valeurs attribuées à x, y, Z ••• 
réduisait à zéro toutes les dérivées du second ordre, alors, d 1 u étant 
identiquement nulle, il ne pourrait y avoir ni maximum , ni minimum , 
à moins que la même substitution ne fît encore évanouir d'u, en rédui¬ 
sant à zéro toutes ies dérivées du troisième ordre. 

Corollaire 3. e Si la substitution des valeurs attribuées à x,y, Z ... faisait 
évanouir toutes les dérivées du second ordre et du troisième, on aurait 
identiquement d 1 azzo, df 3 z/ = o, et il faudrait recourir à la première 
des différentielles d*u, d 5 u ... qui ne serait pas identiquement nulle. Si 
cette différentielle était d’ordre impair, il n’y aurait ni maximum ni mini¬ 
mum. Si elle était d’ordre pair ou de la forme 

( 6 ) ’ 

il pourrait arriver de trois choses l’une. Ou la différentielle dont.il s’a- 
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git conserverait constamment le même signe, pendant que Ton ferait 
varier h,k,l... t sans jamais s’évanouir; ou bien elle s’évanouirait pour 
certaines valeurs de h, k, /..., et reprendrait le même signe, toutes les 
fois qu’elle cesserait d’être nulle ; ou elle serait tantôt positive, tantôt 
négative. La valeur proposée de u serait toujours un maximum ou un mi¬ 
nimum dans le premier cas, quelquefois dans le second, jamais dans ie 
troisième. De plus, afin de décider, dans le second cas, s’il y a maxi¬ 
mum ou minimum, il faudrait, pour chaque système de valeurs de h, k, J,... 
propres à vérifier l’équation d zm u =ro, chercher parmi les différentielles 
d’un ordre supérieur kim, celle qui la première cesse de s’évanouir, et 
voir si cette différentielle est toujours d’ordre pair et affectée du même 
signe que les valeurs de d xm u qui diffèrent de zéro. 

II est essentiel d’observer que la valeur de d xm u, donnée par la for¬ 
mule ( 6 ), étant une fonction entière, et par conséquent continue des 
quantités h, k, /..., ne saurait passer du positif au négatif, tandis que 
ces quantités varient, sans devenir nulle dans l’intervalle. Remarquons 
en outre, que, si la quantité u était une fonction implicite des variables 
x, y , 1 ... , ou si quelques-unes de ces variables devenaient fonctions 
implicites de toutes les autres, chacune des quantités du,d x u, d^u ... 
se trouverait déterminée par le moyen d’une ou de plusieurs équations 
différentielles, en fonction des différentielles des variables indépendantes. 
Exemple. Supposons que, a, b, c ...k, p , q, r ... désignant des constantes 
positives, et x,y, 1 ... des variables assujetties à l’équation 
a x —f- b y —f- c £ -f- ... — k , 


on cherche le maximum de la fonction u~x p y* 1 £ r ... ; on trouvera 



et par suite on tirera de la formule (10) [ 1 i. e leçon] 


<1 __ r _ p h g h m z ~& Cm 

ax b y k * a p-i-q-\-r.d ' b p-t-q-lr r - 

Comme les valeurs précédentes de x,y, £.. rendront du constamment nulle 
et d u constamment négative, elles fourniront un maximum de la fonction u. 
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DIX-SEPTIÈME LEÇON. 

Des Conditions qui doivent être remplies pour quune Différentielle 
totale ne change pas de signe, tandis que Ion change les valeurs 
attribuées aux Différentielles des variables indépendantes . 


D’après ce qu’on a vu dans les leçons précédentes, si l’on désigne 
par u une fonction des variables indépendantes x, y, £..., et si ion fait 
abstraction des valeurs de ces variables qui rendent discontinue l’une 
des fonctions u, du, d z u, &c., la fonction u ne pourra devenir un 
maximum ou un minimum que dans ie cas où l’une des différentielles to¬ 
tales d l u, d*u, d 6 u ... } savoir, la première de celles qui ne seront pas 
constamment nulles, conservera le même signe pour toutes les valeurs 
possibles des quantités arbitraires dxzzz/i, dy=k, d% = l... t ou du 
moins pour les valeurs de ces quantités qui ne la réduiront pas a zéro. 
Ajoutons que , dans la dernière supposition , chacun des systèmes de 
valeurs de h, k, l ... propres à faire évanouir la différentielle totale dont 
il s’agit, devra changer une autre différentielle totale d’ordre pair en 
une quantité affectée du signe que conserve la première différentielle, 
tant qu’elle ne s’évanouit pas. D’ailleurs, les différentielles d~u, d*u, 
d 6 u ... se réduisent, pour des valeurs données de x, y, à des fonc¬ 
tions entières et homogènes des quantités arbitraires h, k, /... De plus, 
si l’on appelle r, s, t ... les rapports de la première, de la seconde, de la 
troisième de ces quantités ... à la dernière d’entre elles, la différentielle 


(0 

sera évidemment affectée du même signe que la fonction entière de r, s, 
t .. à laquelle on parvient en divisant d zm u par la puissance im de la der¬ 
nière des quantités h, k t l..y c’est-à-dire , du même signe que ie polynôme 

V-*/ d x im dy zm l d 2m ~ l dy 


En substituant un 

fcfMS de M. Cauchy . 


polynôme de cette espèce à chaque différentielle 

(2 
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d’ordre pair, on reconnaîtra que la recherche des maxlma et tninima exigé 
la solution des questions suivantes. 

i. cr Problème. Trouver les conditions qui doivent être remplies, pour qu une 
fonction entière des quantités r, s, t... ne change pas de signe, tandis que ces 
quantités varient. 

Solution. Soit F(r, s, t ... ) la fonction donne'e, et supposons d’abord 
les quantités r, s, t... réduites à une seule r. Pour que la fonction F (r) 
ne change jamais de signe, il sera nécessaire et il suffira que l’équation 

( 3 ) F(r) = o 

n’ait pas de racines réelles simples, ni de racines réelles égales en nombre 
impair. En effet, si, r Q désignant une racine réelle de l’équation (3), m un 
nombre entier, et R un polynôme non divisible par r— r 0 , on avait 
F (r) — (r — r 0 ) R ou F(r) = (r — r 0 ) im+t R , 
il est clair que, pour deux valeurs de r très-peu différentes de r Q , mais 
l’une plus grande, et l’autre plus petite, la fonction F(r) obtiendrait 
deux valeurs de signes contraires. De plus, comme une forîction continue 
de r ne saurait changer de signe, tandis que r varie entre deux limites 
données, sans devenir nulle dans l’intervalle, il est permis d’affirmer 
que, si l’équation (3) n’a pas de racines réelles, son premier membre 
conservera toujours le même signe, sans jamais s’évanouir, et qu’il s’éva¬ 
nouira quelquefois sans jamais changer de signe , s’il est le produit de 
plusieurs facteurs de la forme (r—r 0 ) im par un polynôme qui ne puisse 
se réduire à zéro, pour aucune valeur réelle de r. 

Revenons maintenant au cas où les quantités r, s, t... sont en nombre 
quelconque. Alors, pour que la fonction F[r, s, t...) ne puisse changer 
de signe, il sera nécessaire et il suffira que l’équation 

( 4 ) F(r, s, t...) — o, 

résolue par rapport à r, ne fournisse jamais de racines réelles simples, ni 
de racines réelles égales en nombre impair, quelles que soient d’ailleurs s, t.. 
Corollaire i.' r La fonction F [r) ou F{ r, s, t...) conserve constamment 
le même signe, lorsque l’équation (3) ou,(4) n’a pas de racines réelles. 
[Fqy<?£,pour la détermination du nombre des racines réelles dans leséqua-. 
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tions algébriques, le 17.® cahier du Journal de ïÉcolepolytechnique, p. 4 57]- 
Corollaire 2. e Soit uz=zf(x,y). La différentielle totale 

(5) 

conservera constamment le même signe, si i’équation 

//x d 2 u d 1 u d 2 u _ 

(6) -jï r 7^—0 

11’a pas de racines réelles, c’est-à-dire, si Ton a 

/ \ d 2 u d 2 u ( d 2 u \ 2 _ 

(7) dx 2 * dy x [dxdy) 

La même différentielle pourrait s’évanouir sans jamais changer de signe, 
si le premier membre de la formule (7) se réduisait à zéro; et admettrait 
des valeurs de signes opposés, si ce premier membre devenait négatif. 
Corollaire j. e Soit uzizf (x,y, ç). La différentielle totale 

/m « d 2 u ix . d*u 1X , d 1 u , d l u , . , d 1 u . , _ d 2 u , , 


( 8 ) 

conservera constamment le même signe, si l’équation 

d 2 u . f d 2 u d 2 u \ d 2 u x d 2 u d 2 u _ 

b) 77 r + 2 \d^ t +zrd l ) r - > -jr s -*- 2 Jïdi s - t -i?— °- 
résolue par rapport à r, n’a jamais de racines réelles, c’est-à-dire , si 
l’on a, quelle que soit s , 

, /J 2 w\n * rd 2 u ddu d 2 u d 2 u ~\ d 2 ud 2 u ( d *u y 

' 1 ° ' \JTx 2 dy 2 [dxdy] dx 2 dy d Z dx dy dx d^J^ d x 2 d Z 2 \cixd^J 

Cette dernière condition sera elle-même satisfaite, quand 011 aura 

1 d 2 u d 2 u [ d 2 u\ 2 

d x 2 dy 2 V/x dy) > ° * et 

rd*ud 2 u / d*i/ \>"| V d 2 u d 2 u __ (d^uV 1 ] _ d *u __ d 2 u d 2 u ~ j '* > q - 

\_d x 2 dy 2 U* dy) J [d x 2 d Z 2 [dx dj J U x 2 dy d Z dx dy dxd Z J 

Scholie. Soit f[x>y>Z ‘••) une fonction de n variables indépendantes 
v. 7..., et posons 

M F(r. = 




du . , 
-2 j-T-kl 

dy d Z 


’d 2 u d z u 

1 ^ 

1 é* 

1 ^ 

d x 2 dy d Z 

dx dy dx dçj 


d 2 u d 2 U x d 2 u l d 2 u 

-71ï r '+Tf S + -W‘ -*--+ 2 T7T/ s -T-*dïdi 
La différentielle d'u et la fonction F(r, s, t..) seront toujours affectées du 

mêmesigne que la quantité si le produit F{ r >J>, *•••) est toujours 


d 2 u d 2 u 

2 d 7 T l rt ~ h 2 iydi st ~ h - : 


68 COURS d’analyse. 

positif. Or, c’est évidemment ce qui aura lieu, si chacun des produits 

{13) TF F ( r -°’ 0,0..), ^-F(r,s,o,o..), ~F[r,s,t,o..), &c. 
obtient pour valeur minimum une quantité positive. D’ailleurs, si l’on fait 

r\ d 2 u ^ d 1 u d 2 u ( d 2 u \ 2 

D < — ~dF’ D * — TFT/ \dxdy) ’ &c - 

et si généralement on désigne par D n ie dénominateur commun des valeurs 
de h, k, l ... tirées des équations [voyez 1’ Analyse algébrique, p. 80] 

( d 2 u , d 2 u , d 2 u , , 

~d^~ h ~^ 77df k ~*~ ~d7dï - l > 

d 2 u , d 1 u , d 2 u , 

—, —7- h —f- -7——- k -f- , , ' l ~ I” • • • - I > 

dxdy d y 2 dx 

d 2 u , d 2 u . d 2 u , 

j 1 h H 7— t~ k — {— —7—— / — }— • . . I , 


on prouvera sans peine que les valeurs maxima ou minima des fonctions 

F{r, o, o, o ..), F(r, s, 0,0..), F( r, s, t, o..), &c., sont respectivement 

r \ d 2 D } D+ Q D n 

(ï5) D > D > D j &c.... • 

Donc ia différentielle d'u conservera constamment le même signe, si les 
fractions (15), multipliées par D ,, donnent des produits positifs , ou , ce 
qui revient au même, si D,, D }t D ^... D n sont affectées des mêmes signes 
que D, 2 , D, 3 , D ... D ”, 

Lorsqu’on suppose simplement u fonction de trois variables x,y, 1, les 
conditions qu’on vient d’énoncer se réduisent aux deux suivantes D z > o , 
D x D } >o, et coincident avec celles que fournissent les formules (11). 

2. e Problème. Etant données deux fonctions entières des variables r, s, t, 
trouver les conditions qui doivent être remplies, pour que la seconde fonction con¬ 
serve un signe déterminé, toutes les fois que la première s'évanouit. 

Solution. Soit F (r, s, t..) la première fonction et R r=: éf(r, s, t ..) fa 
seconde. On éliminera r entre les deux équations F(r, s, — o et 
R~éF(r,s, /...). L’équation résultante, étant résolue par rapport à /?, 
devra fournir pour cette quantité une valeur affectée du signe convenu, 
toutes les fois que l’on attribuera aux variables s, t des valeurs réelles 
auxquelles correspondra une valeur réelle de la variable r. 
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DIX-HUITIÈME LEÇON. 

Différentielles d'une Fonction quelconque de plusieurs Variables dont 
chacune est à son tour une Fonction linéaire d autres Variables suppo¬ 
sées indépendantes. Décomposition des Fonctions entières en Facteurs 
réels du premier ou du second degré. 


Soient a, b, c...k des quantités constantes, et 
(j) u a x H— b y -+- c i -+-A 

une fonction linéaire des variables indépendantes x t y,z... La différentielle 

( 2 ) du — adx b dy cdz~\-... 

sera elle-même une quantité constante , et par suite les différentielles 
d x u, d'u, ... se réduiront toutes à zéro. On conclut immédiatement de 
cette remarque que les différentielles successives des fonctions /(u), 
f(u,v),f{u,v, \v...)> &c. conservent la même forme, dans le cas où les 
variables u,v,w ... sont considérées comme indépendantes, et dans le 
cas où u , v, w ... sont des fonctions linéaires des variables indépendantes 
x,y,i... Ainsi on trouvera, dans les deux cas, pour sz=zf(u), 

(3) ds=f'(u)du,d's~f"\u)du l , d*s-pf- ^du *,... d n s — f n, (u)diï‘ ; 
pour s—f(Uj v), 

pour s=f(u).f(v)i 

(5) d* s — 

f (n) { u )f[v)du*+ 1 l f n -'\u)f\v)du n -'dv+..+ + A u )f i, 0 ( v )d v *' 

5cc... H est facile de s’assurer que, si l’on représente par f(u), 
des fonctions entières des variables a, v, w... , les formules (3), (4), (5)... 
subsisteront, lors même que, u, v, w... étant fonctions linéaires de x, y, , 
les constantes a, b, c ... k, &c. comprises dans u, v, w ... deviendront 
imaginaires. On aura, par exemple, pour s=zf(x*+-y , 

(6) ds^f'ix+yY^).{dx+V-i dy), ..d” sz=f (n \x-±-yY-\).{dx+V -1 dy) n ; 

pour sz=zf(x — yV~ 1 )* 

Le fan s de M. Capchy . R 
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(y) ds —f\x—{dx—V-'dy)d n s-==f (a 'Xx—y]/-\) [dx—}/-\dy) n ; 
pour s=f(x-i-y y'—1)./(*— yV~ 0 » 

(8) d n s =f (tt) (x~\-yV-— 1 ) •/(* ~JV—^) *l/— 1 dy) n _ 

+ ; f(»-'){x+yV~\)J\x—yV-\)'{dx+V-idff-' [dx—Y-\dy)~*-— 
î .f n -#lx—y /£i) .{dx+i/^dy) (dx—i/Zldy)*-' 

+ f{x+-yV-')-f Cn \*-yV-')\d x -V-' *J)\ 

De cette dernière formule, on déduira sans peine ia proposition suivante. 
i. er Théorème. Soit f[x) une fonction re'elle et entière de x. Si l on pose 

(?) * =/(* -+-y V^) •/(* —y V e7 ) • 

ou pourra toujours satisfaire par des valeurs re'elles des variables x et y al equatjon 

(io) S = O. 

Démonstration. Soit ti le degré de la fonction/( a-), en sorte qu'on ait 
( n ) f (x) zzr a 0 x n H- ci , x n ~ l "+" ••• -hci„_, x -\r- ci n , 

ti 0 , ci, , . . . ci n _, , a n désignant dés constantes, dont ia première a 0 ne 
pourra s évanouir. Concevons de plus que, les variables x, y étant sup¬ 
posées réelles, on représente par r, /,/?,/?,, /?*, &c... les modules 
des expressions imaginaires __ 

x+yY- 7 , (x+yY-i), & c --* 

et faisons , en conséquence, _ _ 

(n) x+ÿY-ï~r(cost+Y^ï sin t), dx+dyY -i = /(cost-+-/-i suit) ; 

l/(* WT) =R(cos T+Y~i sin ^/'(x+yV^R^cos T , -*-i/-isin T, ), 
( 1 3 J f' , fê+yY~i)=R*{ c o s Ti+V^&i n T i )'f c ”\x^V':*i)=Rn[ cos T tt +Y-is'n\ T„). 
r, f , R, R * R% . . . R u seront des quantités positives ; t, r, T, T, , 
T ... T n , des arcs réels ; et l’on aura 

(14) r = j/x^y, 

(ï 5) s = /?* = [tf 0 r*cos«f-+-rf, r n 1 cos(//—1 rcos/-*-rf*J 

-*-[*„ r*sin nt^r(i x r*“ x sin rsilU ]* 

r 2a m a,cost a , 2 -\-2a 0 a 2 cost "1 

—7 *■— \ 

Il résulte de ces dernières formules que la quantité s, qui représente 
une fonction entière et par conséquent une fonction continue des va¬ 
riables x, y, restera toujours positive et croîtra indéfiniment, si ion 
attribue à ces deux variables, ou seulement à I une d entre elles, et 
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par suite au module r, des valeurs numériques de plus en plus grandes. 
On doit en conclure que la fonction s admettra un ou plusieurs minima 
correspondans à un ou à plusieurs systèmes de valeurs finies des variables 
x et y. Considérons un de ces systèmes en particulier, et calculons les 
valeurs correspondantes des expressions 

( 16 ) .../'»■'(*-H^yrT). 

Quelques-unes de ces valeurs pourront s évanouir; mais jamais elles ne 
seront milles toutes à-la-fois, puisque l’expression f (n) (v-4-y ]/-i ) » se 
réduisant, avec f (n> [x), au produit i,z.^...n.a 0 , a une valeur constante 
et différente de zéro. Cela posé, soit f (m, [x-\-y \/~) la première des 
expressions (16) dont la valeur ne s’évanouira pas. Si l’expression 
f (.y H—y 1) obtient elle-même une valeur différente de zéro, d m s 

sera, en vertu de la formule (8), la première des différentielles de s qui 
cesseront de s’évanouir. Au contraire, si l’on a 

(17) = °, 

la différentielle d m s deviendra nulle elle-même. Or, je dis que ce dernier 
cas est seul admissible. Car, dans le premier, on tirerait de la formule (8) 

(18) d m s — 

f(x+yY~) f{x-yY -1 ) {dx-t-Y -1 dy) m -t -f{x+yY -. )f k \x-yY - 7 ) [dx-Y -1 dy) m 

= iRR m f m cos(T m -T-irmr); 

et par suite, la différentielle d m s, changeant de signe lorsqu’on rem¬ 
placerait r par r-t- ~ y ne resterait pas toujours positive, quelles que 

fussent les quantités dx et dy, comme cela doit nécessairement arriver, 
chaque fois que la fonction s devient un minimum. Donc tous les sys¬ 
tèmes de valeurs de x et de y propres à fournir des minima de la fonc¬ 
tion s vérifieront l’équation (17), qu’on peut aussi mettre sous la forme 
R (cos sin T) = o , et de laquelle on tire R — o , sz=:R z z=zo. 

Donc la fonction s deviendra nulle , pour des valeurs réelles et finies 
des variables x et y, toutes les fois quelle atteindra un des minima dont 
nous avons ci-dessus démontré l’existence. 

Corollaire . La fonction réelle s — R 1 ne pouvant s’évanouir qu’avec le 
module R, les fonctions imaginaires f[x-t-y Y^î) = /?(cos T+Y -1 sin T ), 
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/(*— yV-î) = /?(cos 7 L-y'r 7 sin 2 n ) s’évanouiront toujours en même temps 
quelle. Par conséquent, toutes les valeurs réelles de * et de y, propres 
à vérifier i équation (io), vérifieront aussi 1 équation (17) et la suivante 

(19) f(x—yi/-,) = o. 

A ces valeurs de x et de y correspondront des valeurs réelles de r et de / 
propres à vérifier les deux équations 

(20) /(rcostH-rsin = o,/(rcost— r sin ti/-\) = o. 

Dans le cas particulier où la valeur de y s’évanouit, les formules (17), 
(ip) et (20) coïncident avec l’équation unique 

(21) f(x) — o , 

qui se trouve alors satisfaite par une valeur réelle de x. De ces remarques 
011 déduit immédiatement la proposition que je vais énoncer. 

2 . e Théorème. f(x) désignant une fonction réelle et entière de la variable x , 
on peut toujours satisfaire à l’équation (21), ou par des valeurs réelles de cette 
variable , ou par des valeurs imaginaires conjuguées deux à deux et de la forme 

(22) x = r (cos t H- -j/^T sin r), x=zr(cosl — -|/-isin t). 

Scholie. Si l’on appelle x 0 une racine réelle ou imaginaire de l’équation 

(20), le polynôme /(x) sera divisible par le facteur linéaire x—x 0 . Donc, 
à deux racines imaginaires conjuguées et de la forme 

r (cos /-h ]/-! sin t) , r (cos t — ]/ -1 sin/), 
correspondront les deux facteurs linéaires x —■ r cos t —- r sin t }/~i , 
* — r cos / + r sin t \/~\ , lesquels seront encore conjugués l’un à 
l’autre, et donneront pour produit un facteur réel du second degré; savoir: 
(x—■ r cos/) s -4-r* sin a / = a' 4 — 2 r* cos r H-r*. Cela posé, il résulte 
du 2. e théorème que toute fonction réelle et entière de la variable x 
est divisible par un facteur réel du premier ou du second degré. La 
division étant effectuée, on obtiendra pour quotient une autre fonction 
réelle et entière, qui sera elle-même divisible par un nouveau facteur. 
En continuant de la sorte, on finira par décomposer la fonction don¬ 
née, que j’appellerai f{x), en facteurs réels du premier ou du second 
degré. En égalant ces facteurs à zéro, on déterminera les racines réelles 
ou imaginaires de l’équation (21), lesquelles seront en nombre égal au 
degré de la fonction. [Voyez l'Analyse algébrique, chap. X.] 
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DIX-NEUVIÈME LEÇON. 

Usage des Dérivées et des Différentielles des divers ordres dans le 
Développement des fonctions entières. 


Il est facile de développer une fonction entière de x en un polynôme 
ordonné suivant les puissances ascendantes de cette variable, quand on 
connaît les valeurs particulières de la fonction et de ses dérivées suc¬ 
cessives, pour .v = o. En effet, désignons par .F(.y) la fonction donnée, 
par n le degré de cette fonction, et par a oy a lt ... a n les coefficiens 
inconnus des diverses puissances de x dans le développement cherché, 
en sorte qu’on ait 

(i) D(x) zn a 0 -+-a l x-t-a x x* - 4 - ... - 4 - a„x n . 

En différenciant n fois de suite l’équation (i), on trouvera 

I F' (x)= i. a 0 -H 2 a, x n a n x n ~ l , 

F" fx) zzr i. 2. a t -+- • •. H- ( 11 l) n a n x n 4 , 

te... 

F (n) [x)= 1.2.3 •••«'V 

Si l’on pose, dans ces diverses formules, x z^z o, on en tirera 

( 3 ) a'=F(o),<i,={F'lp),a x =-±- 


et l’équation (1) donnera 

( 4 ) F(x)=F( o)+ -f F' (o)-t- F"(o)- 


1.2.3. 


F w (o). 


Exemple. Soit F(.v)=(i on obtiendra la formule connue 

( 5 )(i^r=t- 


n (n— i) a n(n—»)(w—2) 


1 . 2.3 




Soit maintenant u=f(x, y, 2...) une fonction entière des variables 
x, y, z ...» et « le degré de cette fonction, c’est-à-dire , la plus grande 
somme qu’on puisse obtenir en ajoutant les exposans des diverses va¬ 
riables pris dans un même terme. Si I on pose 

Leçons de M. Cauchy. S 
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F (cl) ~ f(x-\-<Ldx, y -+- ol dy, £- 4 - (Ld^,.. ), 

/^(ûc) sera une fonction entière de et, du degré ti, et Ton aura en consé¬ 
quence 

F W= f(o) + *-r(o )+ ^F'(o)4r(o) + ... + ^f«(o): 
Cette dernière formule, en vertu des principes établis dans la 14. c leçon, 
peut s’écrire comme il suit : 

(6) f(x+&dx.y+(Ldy,i^dZ'-)=u-*-- l du--*- — 

Ajoutons quelle subsistera pour des valeurs quelconques de cl, soit fi¬ 
nies, soit infiniment petites. Si, pour plus de simplicité, on prend ct=i, 
on trouvera 

(7 ) f(x-t-dx,y-*-dy, i+dz...)=u+\du+ 

Dans le cas particulier où tes variables x, y, z . ■ ■ se réduisent à une 
seule, on a 

a=f{x), du= f'{x)dx, d‘» = /" (*) dx'... d'u—f 1 " 1 {x)dx-, 
et l’on tire de ta formule (7), en remplaçant dx par h, 

(8) f(x+h) =f(x )-+- \f '(x)-*- -^7/" M-*- (*)-*-..+< (*)■ 

Au reste, on aurait pu déduire directement cette dernière équation de 
la formule (4). 

Exemple. Si l’on suppose f(x) =x n , on trouvera 

(9) (x+fiy = x"+- i x”-'fi+^^x n - t /i‘+...-h n -^^ x , /i n -‘+ n -x/i“-'+/i''. 
Nota- Si f(x) est divisible par (x~a) m , ou en d’autres termes,, si Ion a 

(10) f(x)=(x—ei) m <p(x) t 

<p(x) désignant une fonction entière de la variable x, le développement de 
f(a-+-fi) , suivant les puissances ascendantes de h, deviendra évidemment 
divisible par h m . D’ailleurs ce développement sera, en vertu de ce qui 

précède,/(a)-t- -7-/'(«)+-7^-/"(«)-♦-•••-*- f (m! (")->- &c... 

0on c, l’équation (io) 'étant posée, on en conclura non-seulement 
f(a)^°* mais encore f' (d)±zo, f" (a) = o , ...(rf) rn o. On 
arriverait au même résultat en différenciant plusieurs fois de suite lé- 
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quation (to), de laquelle on tirerait successivement, à l’aide de la for¬ 
mule (i 5) [ i 4 ‘ leçon] > 

I f'(x)={x-a) m <p'{x)-*-m{x-a) m -'<p(x), 

| f"{x)±[x—a) m <p"(x)-*-im(x— a)"~' <p'(x) + m(m-i)(x—a) m -'<p( x ), 
^ 'H &c. . . 

I j;im-,)[ x j _ (*_„)>» q>i' n —>[x)-*-...-*-m[m—i)...'>;-2-ix—a)<p[x). 

Ainsi, f{x) étant une fonction entière de x, on peut affirmer que, si 
l’équation 

m /(*•) = ° 

admet/« racines égales représentées par a, chacune des équations dérivées 
(.3) /' (*)=0, rw=0, /"'W = 0, SLC...f fm - ,J (x) = 0 

se trouvera vérifiée par la supposition x = a. On doit même remarquer 
que,/(. y) étant divisible par ( x—a ) m , /'(*) sera divisible par 
(x—.jj)'»-', /"(*) par (x—a)"- 1 , et (*) par x—a 

seulement. Quant à la fonction (*). comme elle sera déterminée 
par i’cquation 

{14) fW{x) = (x-a) m m(x-a) n - (*) + &c... 

-t -™m{m — i)...3.2.(at— a) <p' (v)-t -m{tn 1 )... J.2.1. <P (a), 
elle se réduira, pour x'=-a, à 

(15) *• 2 . 3 .,.(w—1);'/'•<? (4 

Toutes ces remarques subsisteraient dans le cas même où, la valeur 
de /(*) étant donnée par l’équation (io), <p [x) cesserait d’être une 
fonction entière de la variable x. On connaît d ailleurs le parti qu on 
peut tirer de ces remarques pour la détermination des racines égalés des 
équations algébriques. 

Concevons à présent que y zz= F [x] et f (4 désignent deux fonc¬ 
tions entières de x, divisibles l’une et l’autre par ('■*•— a\ M . Si le nombre 
m surpasse l’unité, les valeurs des fractions -j-> et = jr-, pour 
x—a, se présenteront en même temps sous une forme indéterminée, et 
par conséquent on ne pourra plus se servir de la seconde fraction pour 
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calculer la valeur de la première, comme nous l’avons expliqué dans la 
6. e leçon. Toutefois , la véritable valeur de la fraction -y* ne cessera 

pas detre la limite vers laquelle converge le rapport -yy> tandis que 

les différences A y, A i convergent vers zéro. D’ailleurs, en attribuant à x 
l’accroissement infiniment petit A x = ùidx, on tirera de la formule (6) 


Ay=y-*- ^ dy-*- jy 2 d z y.. 




• —— d m y-i ---- d m *"y -*-.. 

1.2.3 ..m ' i.2.3...(m-H) 

'1+- 


i.2.3..(m-i) 

A Z =Z+ 73^37,.2. 3 ”(m+.)‘ 

Si maintenant on assigne à x la valeur particulière a, comme cette va¬ 
leur fera évanouir les fonctions dérivées/, y"... y (m ~"\ % , £ ... et 

par conséquent les différentielles dy , d x y,...d (m ^ x) y t d Z , d'z, ...d (m ~°z, 
on aura simplement 


Ay: 


-d m 


d m +'y- 


1.2.3 .. ,n i,2-3..(nH-i) 

a »+1 

On en conclura 


^-—ld m y- 

Ÿ 




’ZH--— 

c m+i 




-) 


Aj 

A/ 




S-+-. 




d m +'y • 


puis, en faisant converger a, vers la limite zéro, 

Ls___ _SÜ. 


/;m Ai - 

A y 




Donc la valeur que recevra la fraction donnée ^ ou > pour 

x=d, sera précisément égale à la valeur correspondante de la fraction 

<h z <»(*) 

'1FJ 011 F (-) (x) 

Exemple. <p(x) désignant une fonction entière non divisible par x— a, et 
F (x) une autre fonction entière divisible par (x— a) m , on aura, pour x~a, 

__ m.çfx) 


2. 


!..mmfx—t 
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VINGTIÈME LEÇON. 

Décomposition des Fractions rationnelles. 

Représentons par f(x) et F (x) deux fonctions entières de x, la pre- 
mière du degré ni, la seconde du degré //. ^ sera ce qu’on appelle 
une fraction rationnelle. De plus , l’équation 
(0 F (x) = o 

admettra n racines réelles ou imaginaires, égales ou inégales; et si, en les 
supposant d’abord toutes inégales, on les désigne par x ot x, , ... , 

on aura nécessairement 

{2) F (x)=k{x — x 0 )(x — x,) (x — xJ {x— 

k étant le coefficient de x" dans F{x). Cela posé, soient 

(3) <p(x) — Ji(x—x,) (x — xJ . . . (x —, et = A,. 

L’équation (2) prendra la forme 

(4) F {x) — (x— x 0 ) (x) ; 

et, comme la différence 

f(») _ A _ <»-A.p(») 

<p (x} 0 <p (x) 

s’évanouira pour at=.v 0 , il en sera de même du polynôme f(x)~/ 4 0 (p(x'). 
Donc ce polynôme sera divisible algébriquement par x — x Q ; en sorte 
qu’on aura f(x)— A 0 q> (x) — (x — x 0 )xi x )» ou 

(5) f(x) = A 0 <P — *.)x( x ) ’ 

X( x ) représentant une nouvelle fonction entière de la variable x. Si main¬ 
tenant on divise par F (x) les deux membres de l’équation (5) , en ayant 
égard à la formule (4), on trouvera 

(n f(*)_ — . xi*) _ A *(*) _ 

F(x) «-*. . Ç>(x) X —Xo k (x—Xj)(x Xa)...(x—X„.j) 

f ( X ) 

On peut donc extraire de la fraction rationnelle — une fraction simple 
de la forme ———> A 0 désignant une constante, de manière à obtenir 
pour reste une antre fraction rationnelle dont le dénominateur soit ce 
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que devient le polynôme F (*) quand on supprime dans ce polynôme le 
facteur linéaire a - —* 0 . Concevons que, par une suite dopérations sem 

blabies, on extraie successivement de P u ^ s ’ & c **’ une 

suite de fractions simples de la forme 


de manière à faire disparaître l’un après l’autre, dans le dénominateur de la 
fraction restante, tous les facteurs linéaires du polynôme F(x). Le dernier 
de tous les restes sera une fraction rationnelle dont le dénominateur se 
trouvera réduit à la constante k; c’est-à-dire, une fonction entière de la 
variable a*. En désignant par Q cette fonction entière, on aura 

w -^=<2 

Comme cette dernière formule entraîne la suivante 
{8) 

dans laquelle tous les termes qui suivent le produit QF(*) sont des 
fonctions entières de a- d’un degré inférieur à 11, il est clair que la lettre 
Q représente le quotient de la division algébrique de f(x) par F (a). De 
plus , comme tous ces termes, à l’exception du premier, seront, ainsi que 
le produit Q F (a), divisibles par a 1 —a\>, on aura évidemment, pour x=zx ot , 

« fw =A.^=A.-i^L=A.m 

Donc, pour obtenir la valeur de A ot il suffira de poser x — x 0 dans la 

fraction -ft—- . En formant de même les valeurs de A ,, A z .. on trouvera 
F (*} 

/ V A _ f(*o) A _f(X«) A — JM, A — JMiL. 

M A pTjr -y A '—T r (^ ,A *—F , [x 2 ) * 

A l’inspection de ces valeurs, on reconnaît quelles sont indépendantes 
du mode de décomposition adopté. Ajoutons que la valeur de A a , dé¬ 
duite de la formule (9), peut être indifféremment présentée sous lune 

ou l’autre des deux formes - if et ■■ f °? > d’où il résulte que la 

F (x 0 ) 9(x 0 ) r 

première des formules (10) s’accorde avec la seconde des équations (3). 

Lorsque les deux racines x- 0 , x. t sont imaginaires et conjuguées, ou de 
la forme ctH -/3 yCTT, oc — /3 i/— 7 , alors, en désignant par A et B 
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deux quantités réelles propres à vérifier l’équation 

( JI ) ^ B V 1 — F'(«-*-0vCI7) 9 

on trouve que les fractions simples correspondantes à ces racines sont 
respectivement 

, * A —BV— A-hBV— 

' 12 ‘ x —cl—I2>V~, ’ x—*-+(bV- T* 

En ajoutant ces deux fractions, on obtient la suivante 

, V 2 A(x-*)-H2B[Ï 

( r 3 ) (,-.r + y » 

qui a pour numérateur une fonction réelle et linéaire de x, et pour 
dénominateur un facteur du second degré du polynôme F (a*). 

Exemples . Décomposition des fractions ? fr- > &c. 

Passons au cas où l’équation (i) a des racines égales. Alors, si l’on, 
désigne par a , b, c .. les diverses racines, par p, q, r... des nombres en¬ 
tiers, et par k un coefficient constant, le polynôme F (x) sera de la forme 

Ci4) FM =*(*■ — a Y. (* — ty (* —') r ~ 

Si, dans cette nouvelle hypothèse, on fait, pour abréger , 

(IJ> <p( X )=k{ X -by{ x - c y et-Jgi =A„ 

1 équation (14) deviendra 

(16) F (x) = {x — ay <p(x); 

et, comme les deux différences \ - A, f(x) — A <p (x) s’évanouiront 

pour xzr.a y on aura nécessairement 

(t 7 ) f(x) = A <p( x )-t-( x — a) x( x ), 

% (x) désignant une nouvelle fonction entière de la variable .v. Cela 
posé, on tirera des équations (14)> (iè>) et (17) 

/ f» _ A x (*) _ A ._ X (*) __ 

V IÎ5 J F (x) (x— a)p~^~(x—a)r-' <p(*) (x— a)P k(?c—a)F- r {x—b)i (x— c ) r ... * 

Ainsi, en extrayant de la fraction rationnelle ^|* une fraction simple 

de la forme -r^rr ’ 0n obtient pour reste une autre fraction rationnelle 
(x-a)r 

dont le dénominateur est ce que devient le polynôme F(x) quand on 
supprime dans ce polynôme un des facteurs égaux à x — a. Concevons 
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qu’à l’aide de plusieurs décompositions semblables, on enlève successi¬ 
vement au dénominateur de la fraction restante. i.° tous les facteurs 
égaux k x — a; 2.° tous les facteurs égaux à * — à; 3.» tous les facteurs 
égaux à x — c , &c... Le dernier de tous les restes sera une fraction ra¬ 
tionnelle à dénominateur constant, c’est-à-dire, une fonction entière de la 
variable x : de sorte qu’en désignant par Q cette fonction entière , et par 

B, B„B X ... B,_„ C, C„ C % ... C r _„ &c... les 

numérateurs constans des diverses fractions simples, on aura 

(< 9 ) 

Pour prouver, i.° que le polynôme Q est le quotient de la division 
algébrique de f(x) par F(x), 2.° que les valeurs des constantes A, A,... 
A B, & c. sont indépendantes du mode de décomposition adopté, 
il suffira d’observer que la formule (19) entraîne la suivante 

T7( v \ Ffx} A F (x) n F(x) 

(20) {(x) = QF(x)+A^ ÿ +A t( J^+..+ A P ., — + B^+.., 

dans laquelle tous les termes qui suivent le produit QF{x) sont des 
fonctions entières de a-, d’un degré inférieur à celui de la fonction F(.v) ; 
et de plus, que, si dans la formule (20) ôn pose x=a-+-Z> la comparaison 
des termes constans et des coefficiens qui affecteront les puissances sem¬ 
blables de z, dans les deux membres développés suivant ies puissances 
ascendantes de cette variable [voyez ^ l 9 * Ie Ç° n ]’ fournira Ies e 'q uations 

M feMSî’ 

desquelles on déduira pour ies constantes A , A,, A._, . . . un système 

unique de valeurs, savoir: 

,. 2 . 3 ~ P m 1 _ ’-*- 3 -(r+ tfM-AFWW- ^ 

(22) A— ’ A ' (p-Hi) 

On obtiendrait de la même manière ies valeurs de B, B lt Z? 2 ... C, C x , 
C, ... il est essentiel d’observer que la première des formules (22) 
donne pour la constante A une valeur égale à celle que reçoit la fraction 

Jy-a yr;,) _ f(*j_ n j on suppose x= za, et pàr conséquent 

F (x) <p(*) 1 ' 

égale à y-* \Y°y e Z * pour plus de détails, {Analyse algebiique, ch. XI]. 
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VINGT-UNIÈME LEÇON. 

Intégrales définies. 

Supposons que, la fonction y— /(x) étant continue par rapport à la 
variable a- entre deux limites finies x —x 0 , x=X, on désigne par .y, , 
x 2.f x n—i de nouvelles valeurs de a interposées entre ces limites, et qui 
aillent toujours en croissant ou en décroissant depuis la première limite 
jusquà la seconde. On pourra se servir de ces valeurs, pour diviser la 
différence X — * 0 en élémens 

(1) A, X ot x z X, , X )~~“ x z> • • • X X n—1 

qui seront tous de même signe. Cela posé, concevons que Ton multiplie 
chaque élément par la valeur de /(x) correspondante à f origine de ce 
même élément, savoir, l’élément x,—x G par /(x 0 ), l’élément x a — x, 
par /(*,), &c.., enfin l’élément X —-x^, par /(xet soit 

(2) S = (x,—x 0 )/(x 0 )-+-(x 4 —x,)/(x,)-4-. ..-h(A r —*»-.)/(*»-.) 

la somme des produits ainsi obtenus. La quantité S dépendra évidem¬ 
ment, i.° du nombre n des élémens dans lesquels on aura divisé la 
différence X —x D , 2. 0 des valeurs mêmes de ces élémens, et par con¬ 
séquent du mode de division adopté. Or, il importe de remarquer que, 
si les valeurs numériques des élémens deviennent très-petites et le 
nombre n très - considérable, le mode de division n’aura plus sur la 
valeur de S qu’une influence insensible. C’est effectivement ce que l’on 
peut démontrer, comme il suit. 

Si l’on supposait tous les élémens de la différence X —x„ réduits à 
un seul qui serait cette différence elle-même, on aurait simplement 

(3) J=(X-,.)/(*.). 

Lorsqu’au contraire on prend les expressions (1) pour élémens de la dif¬ 
férence X—x 0 > la valeur de S, déterminée dans ce cas par l’équation (2), 
est égale à la somme des élémens multipliée par une moyenne entre les 
coefficiens 

/(*«). /(*.). /(*.). ••• /(*—) 
dt M. Cauchy. 


y 
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oyez dans ^ es préliminaires du Cours d’analyse t le corollaire du 3.® théor.]. 
D’ailleurs, ces coefficiens étant des valeurs particulières de l’expression 
f[x o + 0 (X-x o )] 

qui correspondent à des valeurs de 0 .comprises entre zéro et l’unité, on 
prouvera, par des raisonneinens semblables à ceux dont nous avons fait 
usage dans la y. c leçon, que la moyenne dont il s’agit est une autre valeur 
de la même expression , correspondante à une valeur de 0 comprise entre 
les mêmes limites. On pourra donc à l’équation (2) substituer la suivante 

( 4 ) ’ S = (X— x 0 )f[x 0 -+-Q{X —*.)], 

dans laquelle 0 sera un nombre inférieur à l’unité. 

Pour passer du mode de division que nous venons de considérer à un 
autre dans lequel les valeurs numériques des élémens de X — x 0 soient 
encore plus petites, il suffira de partager chacune des expressions (1) en 
de nouveaux élémens. Alors on devra remplacer, dans le second membre 
de l’équation (2), le produit (*,— x 0 ) f(x 0 ) par une somme de produits 
semblables, à laquelle on pourra substituer une expression de la forme 
(•*■;, — *•)'./[*<> H- ôo (•*-, — x 0 )] , 

0o étant un nombre inférieur à l’unité, attendu qu’il y aura entre cette 
somme et le produit (x,— x 0 ) f(x 0 ) une relation pareille à celle qui existe 
entre les valeurs de S fournies par les équations (4) et (3). Par la même 
raison, on devra substituer au produit (x 2 — x ll )f(x,) une somme de 
termes qui pourra être présentée sous la forme 

■ (■** — x t )f[x, h-0,.(x 2 — *,)],. 

0 , désignant encore un nombre inférieur à l’imité. En continuant de la 
sorte, on finira par conclure que, dans le nouveau mode de division , la 
valeur de S sera de la forme 

(5) S = (x— x 0 )f[x 0 -hü 0 (x— x 0 )]-h(x 2 — *,)/[*, 4 - 0 , (* a — X,)]-*- • • . 

4 - (X — X„_ ,) f [•*■„_, -H 0 /î-, ( X x n _ t )]. 
Si Ion fait dans cette dernière équation 

. /[ Xn .,^n.,{X-Xn. f )l=f{x„.,)±i„., , 


on en tirera 
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( 6 ) 

puis, en développant les produits , 

(7) S—(x, —Xo )f{x 0 )^-{x z — x l )f{x l )-^...-^(X—x„_ l )f(x n _ l ) 

=fc e 0 ( x, — x 0 ) ± e, (x z — x.) ±...± g„_, ( X — x n __, ). 
Ajoutons que, si les éiémens .v, — x 0> X—x n _ l ont dés valeurs 

numériques très-petites, chacune des quantités dz e Q , dtze,, ... ztze„_ f 
différera très-peu de zéro, et que par suite il en sera de même de la somme 

± e Q {x, — x c ) i g, (* a —*,) =fc. g„_, (X— x„_, ), 

qui est équivalente au produit de X—x 0 par une moyenne entre ces di¬ 
verses quantités. Cela posé, il résulte des équations (2) et (7) comparées 
entre elles qu’on n’altérera pas sensiblement la valeur de S calculée pour 
un mode de division dans lequel les éiémens de la différence X— x 0 ont 
des valeurs numériques très-petites, si.l’on passe à un second mode dans 
lequel chacun de ces éiémens se trouve subdivisé en plusieurs autres. 

Concevons à présent que l’on considère à-Ia-fois deux modes de divi¬ 
sion de la différence X—x Q , dans chacun desquels les éiémens de cette 
différence aient de très-petites valeurs numériques. O11 pourra com¬ 
parer ces deux modes à un troisième tellement choisi, que chaque élé¬ 
ment, soit du premier, soit du second mode, se trouve formé par la 
réunion de plusieurs éiémens du troisième. Pour que cette condition 
soit remplie, il suffira que toutes les valeurs de x, interposées dans les 
deux premiers modes entre les limites x 0f X, soient employées dans le 
troisième, et l’on prouvera que l’on altère très-peu la valeur de S, en 
passant du premier ou du second mode au troisième, par conséquent, 
en passant du premier au second. Donc, lorsque les éiémens de la dif¬ 
férence X—x 0 deviennent infiniment petits, le mode de division n’a plus 
sur la valeur de S qu’une influence insensible; et, si l’on fait décroître 
indéfiniment les valeurs numériques de ces éiémens, en augmentant leur 
nombre, la valeur de S finira par être sensiblement constante, ou, en 
d’autres termes, elle finira par atteindre une certaine limite qui dépendra 
uniquement de la forme de la fonction f [x ), et des valeurs extrêmes 
x oy X attribuées à la variable x. Cette limite est ce qu’on appelle une 
intégrale définie. 
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Observons maintenant que, si ion désigne par A x = h=dx un ac¬ 
croissement fini attribué à ia variable x, les differens termes dont se 
compose ia valeur de S, teis que les produits (x, x 0 )/(x 0 ), (*a x,)f(x,) 9 

&c... seront tous compris dans ia formule générale 

(8) i/(*) = fi*) dx 

de laquelle on les déduira l’un après iautre, en posant d’abord x=x. 
et h=x.-x„ puis *=*. et h=x z — x,, &c. . . On peut donc énon¬ 
cer que ia quantité S est une somme de produits semblables à 1 expres¬ 
sion (8); ce qu’on exprime quelquefois à laide de ia caractéristique S 
en écrivant 

(p) S=Xkf{x) = Zf(x) A*. 

Quant à l’intégrale définie vers laquelle converge la quantité S , tan¬ 
dis que les élémens de la différence X— x„ deviennent infiniment petits, 
on est convenu de la représenter par la notation fhf{x) ou ff(x)Jx, dans 
laquelle la lettre /substituée à la lettre S indique, non plus une somme 
de produits semblables à l’expression (8), mais ia limite d’une somme 
de cette espèce. De plus , comme la valeur de l’intégrale définie que 
l’on considère dépend des valeurs extrêmes X attribuées a la variable 
x, on est convenu de placer ces deux valeurs, la première au-dessous, 
la seconde au-dessus de la lettre/, ou de les écrire à côté de l’intégrale, 
que l’on désigne en conséquence par l’une des notations 

(io) ff mm*]’ //«*[;:;]• 

La première de ces notations, imaginée par M. Fourier, est la plus simple. 
Dans le cas particulier où la fonction /(x) est remplacée par une quan^ 
tité constante a, on trouve, quel que soit le mode de division de la dif¬ 
férence , S = a (X— x.), et l’on en conclut 

(i ^ (iAx ——- û ( JY x 0 ) , 

Si, dans cette dernière formule on pose a = i, on en tirera 
(n) £ dx^X-x.. 
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VINGT-DEUXIÈME LEÇON. 

Formules pour la détermination des valeurs exactes ou approchées des 
Intégrales définies . 

D’apres ce qui a été dit dans la dernière leçon, si l’on divise X —a* 0 
en élémens infiniment petits .y, — x 0 , x z — a*, ...X — x n ^ lf la somme 

(1) JT =. (x, —A'o) / (if .>+■(*, ~.V J / {x , y-h .. .-{-(X—x n _ 
convergera vers une limite représentée par l’intégrale définie 

(2) 

Des principes sur lesquels nous avons fondé cette proposition il résulte 
qu’on parviendrait encore à la même limite,.si la valeur de S, au lieu 
d’être déterminée par l’équation (i), était déduite de formules semblables 
aux équations (5) et (t>) [21.® leçon], c’est-à-dire, si l’on supposait 

(3) ^=?= (*,—*•)vJj-Kv,—A-J/fA-.-hô.^—*,)]-*-... 

.-T- {X—x n _ x ).f[ -+- 9 „_, 

0 O , ô,.. ô w _, désignant des nombres quelconques inférieurs à l’unité, ou bien 

(4) J’=(jf,-x <> )[/(Af„)±g 0 ]-i-(Ar ï -A-,)[/^,)±6 1 ]+..+(A'-.v„. 1 )[/(Ar„.,)±e„.,], 
e of g, ... g„_, désignant des nombres assujettis à s’évanouir avec les élé¬ 
mens de la différence X—x 0 . La première des .deux formules précédentes 
se réduit à l’équation (1), lorsqu’on prend ô 0 = 0, = . . . z=6 w _, — o. 
Si l’on fait au contraire Ô 0 , = • • • = 9 „_, = 1, on trouvera 

(5) S = (x,-x.) /(x,)-h(x t -x,) f(x 2 )-h... 

Lorsque, dans cette dernière formule, on échange entre elles les deux 
quantités x 0 ., X, ainsi que tous les termes placés à égales distances des 
deux extrêmes* dans la suite x ot x, ... x„_ lt X; on obtient une nouvelle 
valeur de S égale, mais opposée de signe à celle que fournit l’équation 
(1). La limite vers laquelle convergera cette nouvelle valeur de S devra 
donc être égale, mais opposée de signe, à l’intégrale (2), de laquelle on 
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la déduira par i’cchange mutuel des deux quantités x., X. On aura donc 
généralement 

( é) J? f&i*‘ 

On emploie fréquemment les formules (i) et (5) dans la recherche 
des valeurs approchées des intégrales définies. Pour plus de simplicité , 
on suppose ordinairement que les quantités x 0 , x, ... x tt _ l , X comprises 
• dans ces formules sont en progression arithmétique. Alors les élémens 

de la différence X — x a deviennent tous égaux à la fraction - - -> 

et, en désignant cette fraction par i, on trouve que les équations (1) et 
(5) se réduisent aux deux suivantes 

(7) S —i[f (*») -+- f (x«-H / ) ■+■ / (.Vo-t-2 / ) -H... -+-/( AT—2 i ) / (X— i )] , 

(8) S=i [/(*.-i) +f(*o+2i) +...+f(X-2i)+f{X-i)+f(X)]. 
On pourrait supposer encore que les quantités x a , x, ...x M _, , X forment 
une progression géométrique dont la raison diffère très-peu de f unité* 

En adoptant cette hypothèse, et faisant = 1 -f-A, ou tirera des 

formules (1) et (5) deux nouvelles valeurs de S, dont la première sera 

(9) d’=A|x„/(.v o )-)-.v 0 (i-t-ct)/[.v o (n-a.)]^. . .h- ^ /(j^)J- 

Il est essentiel d’observer que, dans plusieurs cas, on peut déduire des 
équations (7) et (9), non-seulement des valeurs approchées de l’intégrale 
(2), mais aussi sa valeur exacte, ou Jim.S. On trouvera, par exemple* 

(•°) J ,' xdx=hm -— >- = hm -^r=-^r~ ’ 

( 11 ) A*dx—lim 


(12) x a dx=lii 


A ' — 1 

d.(X a + , —x 0 a+ 


Jim - 


A x —A*. 

1JÂT 

X°+'-x“ 


e x dx = e x — l 

•X dx 


S X a 

- — — > r X --=zltm.tidu=l(~\\ 

1 a-*-l Jxo x • w 

là dernière équation devant être restreinte au cas où les quantités x OJ X 
sont affectées du même signe. Ajoutons qu’il est souvent facile de rame¬ 
ner la détermination d’une intégrale définie à celle d’une autre intégrale 
de même espèce. Ainsi, par exemple, on tirera de la formule ([} 
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WfJ* 9 (*)<>* =»*■>* [(*,-*? ) <p ( AT, ) + ... + (X~X„_, ) Ç\ XlUi ) ] 

= af*<p{ x )d x; 

( l tif a X f{ x + a ) dx = Hm, [(*-*. )/(*„-w7) -.-...h- (X-x.,, )/(*„_,+„) ] 

(■ » X/^ x =sz~:~ =/(^Ef); 

la dernière équation devant être restreinte au cas où x 0 _ a et X _ a 

sont des quantités affectées du même signe. De plus, on tirera de la for¬ 
mule (8), en posant at 0 z=o, et remplaçant f{x ) par/(^ x) , 

kQ'f* 'V(^-^Kv=^./[/(A'^,')-h/(A'_2;)h-..+/(2/)-h/(')+/(o)] 

puis Ion en conclura [en ayant égard à l’équation (i4) ] 

(* 7 ) fX x 'RX-*V*= f o x -'V{^)Jx = fJf{x)Jx. 

Enfin, si dans la formule (9) on pose/(*)=;et /(n-*)=/ 3 , on en tirera 


= rr-Ü^-l 


les quantités j: 0) X devant être positives, et toutes deux supérieures ou 
toutes deux inférieures à l'imité. 


Une remarque importante à faire, c’est que tes formes sous lesquelles 
se présente la valeur de S, dans les équations ( 4 ) et (5) de la leçon pré¬ 
cédente , conviennent également à l’intégrale ( 2 ). En effet, ces équations, 
subsistant l’une et l’autre , tandis que l’on subdivise ou la différence 
AT-*,,, ou les quantités ;v„ , ,r 2 — a-, ... X — en élémens infi- 

niment petits, seront encore vraies à la limite, en sorte quon aura 

M f* et 

(-)X = (*,-*« )/[* o+i (.t,-A 0 )]-H(A -.V, )/[*,-*-&, (x>-X,)} 

. {x- Xn _,)}, 
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9 , 0 O , 0, ... 0»-, désignant des nombres inconnus, mais tous inférieurs 
à l’unité. Si, pour plus de simplicité, on suppose les quantités x, v 0 , 
x z —x t ...X—x„_, égales entre elles, alors, en faisant i= - >on trouvera 


(n) J' x X f{x)dx = i[f{x„-*-èol)+f{x,+i^ 

Lorsque la fonction /(x) est toujours croissante ou toujours décroissante 
depuis x=x 0 , jusqu’à x=X, le second membre de la formule (21) 
reste évidemment compris entre les deux valeurs de S fournies par les 
équations (7) et (8), valeurs dont la différence est Xzi\_f(X) /(*")]• 
Par conséquent, dans cette hypothèse, en prenant la demi-somme de ces 
deux valeurs , ou l’expression 

(22) i[{ /(«.)+ (X—ii)-t-f{X—i) -+- z f[X)] 
pour valeur approchée de l’intégrale (21), on commet une erreur plus 
petite que la demi-différence ±; [-r/(^0 r/(*»)]• 

Exemple. Si l’on suppose /(x) = 7-^7,» — o, X=l, i — [ex¬ 
pression (22) deviendra -f [— s *s 4 ] 

conséquence 0,78 est la valeur approchée de l’intégrale^ 7^1- L’er¬ 
reur commise dans ce cas ne pourra surpasser-j-(4— -k) = Tt- Elle sera 
effectivement au-dessous d’un centième, comme nous le verrons plus tard. 

Lorsque la fonction /(x) est tantôt croissante et tantôt décroissante 
entre les limites x=x„ , x=X , l’erreur que l’on commet, en prenant une 
des valeurs de S fournies par les équations (7) et (8) pour valeur appro¬ 
chée de l’intégrale (2), est évidemment inférieure au produit de ui—X- x„ 
par la plus grande valeur numérique que puisse obtenir la différence 
(23) /(x-t-Ax)—/W = ôx/'(jf + 0 A*) 

quand on y suppose x comprise entre les limites x„, X, et A* entre les 
limites o, /. Donc, si l’on appelle k la plus grande des valeurs numé¬ 
riques que reçoit /(x), tandis que x varie depuis x = x„, jusqu’à x=X, 
l’erreur commise sera certainement renfermée entre les limites 
— ki{X — x.), -+-ki(X — x.). 
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VINGT-TROISIÈME LEÇON. 

Décomposition d’tine Intégrale définie en plusieurs autres. Intégrales 
définies imaginaires. Représentation géométrique des Intégrales définies 
réelles . Décomposition de la Fonction sous le signe f en deux Facteurs 
dont l'un conserve toujours le même signe. 


Pour diviser l’intégrale définie 

(<) fgfjx)J X 

en plusieurs autres de même espèce, il suffit de décomposer en plusieurs 
parties ou la fonction sous Te signe /, ou la différence X —x 0 . Suppo¬ 
sons d'abord /( x) = <p (*) -+- % M -+- 4 (*) -+-... ; on en conclura 
{x t —x 0 )f(x 0 )+... -r-{X—x n -ê) = —x 0 )<P[x 0 )+..-*-(X—x„_ l )<p(x^ l ) 

puis en passant aux limites 

~ ir .*1* m*)-***- &c -* ; 

De cette dernière formule jointe à lequation (i 3) [a2. e leçon] on tirera; 
en désignant par u, v, w ... diverses fonctions de la variable x, et par a, 
b, c ... des quantités constantes, 

(2) / + v + + udx+f vdx-^-f wdx -+•..... ; 

*J Xq §J Xo J Xq Xq 

(3) C r * udx +fj vdx ’C M dx = f\dx- fg vdx ; 

( 4 ) /; V-*- -ç-cw...)dx — a X udx-t-l j~ X vdx-\-cJ~ * wdx-t-, .7 

Lorsqu’on étend la définition que nous avons donnée de l’intégrale (1), 
au cas où la fonction f[x) devient imaginaire, lequation (4) subsiste 
pour des valeurs imaginaires des constantes a, b, c ... On a par suite 

(5) fj {u + vY~>)dx =fg udx + Y- t f\dx. 

Supposons maintenant qu’après avoir divisé la différence X —x 0 en un 
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nombre fini delémens représentés par x,— x 0 * —*, • •• X —x„_, , on 
partage chacun de ces élémens en plusieurs autres dont les valeurs numé¬ 
riques soient infiniment petites , et que l’on modifie en conséquence la 
valeur de S fournie par l’équation (i) [22.® leçon]. Le produit (x r x °)f{ x °) 
se trouvera remplacé par une somme de produits semblables qui aura pour 

limite l’intégrale^ Xi f(x)dx. De même, les produits {x z —x, )/(*,), 

( X—x H _, ) f(x„_ t ) seront remplacés par des sommes qui auront pour limites 
respectives les intégrales définies *f[x)dx t f[x)dx. D ail¬ 

leurs, en réunissant les différentes sommes dont il s’agit, on obtiendra 
pour résultat une somme totale dont la limite sera précisément 1 intégrale 
(1). Donc, puisque la limite d’une somme de plusieurs quantités est tou¬ 
jours équivalente à la somme de leurs limites, on aura généralement 

(6) fj/wx=f;;mdx 

Il est essentiel de se rappeler que l’on doit ici attribuer au nombre entier 
ti une valeur finie. Lorsqu’entre les limites x Q , X on interpose une seule 
valeur de * représentée par £ , l’équation (6) se réduit à 

(7) fl f w J* =£ x /M +£ V /W dx ~ 

Il est facile de prouver que les équations (6) et (7) subsisteraient dans le 
cas même où quelques-unes des quantités x, , ‘x a ...x„_, , § cesseraient 
d’être comprises entre les limites x oi X, et dans celui ou les différences 
*<>, x 2 —x, ... X — X—% ne seraient plus des quan¬ 

tités de même signe. Admettons, par exemple, que les différences x Q , 
X — £ soient de signes contraires. Alors, suivant qu’on supposera x Q 
comprise entre £ et X, ou bien X comprise entre x 0 et £, on trouvera 

£ X f[x) dx =f£m dx + £ X f{x) dx , ou bien 

XVw ** =f*fw* . 

Or, la formule (6) de la 22. e leçon suffit pour montrer comment les deux 
équations que nous venons d’obtenir s’accordent avec I équation (7). Cette 
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dernière étant établie dans toutes les hypothèses, on pourra en déduire 
directement l'équation (6), quelles que soient x, , x x ... 

On a vu dans la leçon précédente, combien il est aisé de trouver, 
non-seulement des valeurs approchées de l’intégrale (1), mais aussi les 
limites des erreurs commises, lorsque la fonction f(x) est toujours 
croissante ou toujours décroissante depuis x ~ x Q , jusqu a x z= X < 
Quand cette condition cesse d’être satisfaite, on peut évidemment, à 
laide de la formule (6), décomposer l’intégrale (1) en plusieurs autres, 
pour chacune desquelles la même condition soit remplie. 

Concevons à présent que, la limite X étant supérieure à x 6 , et la 
fonction /(*) étant positive depuis x:=Xo jusqu’à x = X, x,y désignent 
des coordonnées rectangulaires, et A la surface comprise d’une part entre 
l’axe des x et la courbe y—f(x ) , d’autre part entre les ordonnées 
f(x 0 ), f(X ). Cette surface, qui a pour base la longueur X—x a comptée 
sur l’axe des x, sera une moyenne entre les aires des deux rectangles 
construits sur la base X— x Q avec des hauteurs respectivement égales à 
la plus petite et à la plus grande des ordonnées élevées par les différens 
points de cette base. Elle sera donc équivalente à un rectangle construit 
sur une ordonnée moyenne représentée par une expression de la forme 
f[x 0 -t-ô(Af—x 0 )]î en sorte qu’on aura 

(8) A={X — x 0 )f[x. + ù{X — x m ) J, 

ô désignant un nombre inférieur à l’unité. Si l’on divise la base X — x ô 
en élémens très-petits, x, — x 0 , x z — x, ... X — x n _,, la surface A se 
trouvera divisée en élémens correspondans dont les valeurs seront don¬ 
nées par des équations semblables à la formule (8). On aura donc encore 

(9) A = (x, —x. 0 ) / [ x 0 ■+* 0 o (x—x,)] -h [x—x,)f[x t ■+■ ô r (x 4 —x,)] -h. .. 

.1 )/[•*■»-■ (^~ *«-1)] » 

ô # , ô, ... désignant des nombres inférheurs à l’unité. Si dans cette 
dernière équation on fait décroître indéfiniment les valeurs numériques 
des élémens de X —x 0 , on en tirera, en passant aux limites, 

(10) A = 
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Exemples . Appliquer la formule (i o) aux courbes y=ax\ xy—i, y—e x , ••• 
En terminant cette leçon, nous allons faire connaître une propriété re¬ 
marquable des intégrales définies réelles. Si ion suppose f{x)=<p(x ).%(*)» 
<p(x) et ^(.v) étant deux fonctions nouvelles qui restent l’une et l’autre 
continues entre les limites x = x ot x=-X, et dont la seconde conserve 
toujours le même signe entre ces limites , la valeur de S donnée par ié- 
quation (i) de la 22. c leçon deviendra 

(11) S=(x l —x 0 )<p(x 0 )x[xo)-*-[x 1 —x l )<p(x,)x(x l )-*-. t -+-(X--x„_ i )<p(x n _ l )x{xn-i)> 

et sera équivalente à la somme 

multipliée par une moyenne entre les coefficiens <P(x 0 ), <P (x,).. .<p (x„_,) 
ou, ce qui revient au même, par une quantité de la forme <p (£), £ dé¬ 
signant une valeur de * comprise entre et X. On aura donc 

(12) <£={(*,— 1 OxW*V.)% (*-■)] •<?(£) * 

et l’on en conclura, en cherchant la limite de S, 

(13) fjf(x)dx = f X <p{x).x{x)d>: = <p{%) fj X( x ) dx ' 

£ désignant toujours une valeur de x comprise entre .v 0 et X. 

Exemples. Si l’on prend successivement 

% W = 1. xW=7’X(*)= T=r ’ 

on obtiendra les formules 

(1 4 ) ' fj-n*)<* x =M\)fj dx = (X—x.) ; 

(*5) f(. x ) d *=u&)f x * 

(, 6 ) f X f[x)dx = \l- a )f{l-a) 

dont la première coïncide avec l’équation (19) de la 22.® leçon. Ajoutons 
que le rapport — dans la seconde formule, et le rapport dans 

la troisième , doivent être censés positifs. 
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VINGT-QUATRIÈME LEÇON. 

Des Intégrales définies dont les Valeurs sont infinies ou indéterminées. 
Valeurs principales des Intégrales indéterminées. 

Dans les leçons précédentes nous avons démontré plusieurs propriétés 
remarquables de l’intégrale définie 

(o fifw dx - 

mais en supposant, i.° que les limites X étaient des quantités finies, 
2. 0 que la fonction f ( x) demeurait finie et continue entre ces mêmes 
limites. Lorsque ces deux espèces de conditions se trouvent remplies , 
alors, en désignant par a*,, a, ... x n ^ t de nouvelles valeurs de x inter¬ 
posées entre les valeurs extrêmes x 0 , X, on a 

( 2 ) f{x) dx =f x * f( x ) dx -+JI X f ( x ) dx -+-... f[ x ) dx. 

Quand les valeurs interposées se réduisent à deux, Tune très-peu diffé¬ 
rente de x 0 , et représentée par £ 0 , l’autre très-peu différente de X, et 
représentée par £, l’équation (2) devient 

fP f(x)dx = fi° f{x)dx -+-fi I\A dx fi f{A dx . 

et peut s’écrire comme il suit : 

ô 0 , ô désignant deux nombres inférieurs à l’unité. Si , dans la dernière 
formule, on fait converger vers la limite * 0 , et £ vers la limite X, 
on en tirera, en passant aux limites, 

(3) fi fxdx = lim.fi f{x)Jx. 

Lorsque les valeurs extrêmes x Q , X deviennent infinies, ou lorsque 
la fonction/(-v) ne reste pas finie et continue depuis x — x 0 jusqu’à 
a — X, on ne peut plus affirmer que la quantité désignée par S dans 
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les leçons précédentes ait une limite fixe, et par suite on ne voit plus 
quel sens on doit attacher à la notation (i ) qui servait ,à représenter 
généralement la limite de S. Pour lever toute incertitude et rendre à la 
notation (i), dans tous les cas, une signification claire et précise, il 
suffit d’étendre par analogie les équations (2) et (3) aux cas meme ou 
elles ne peuvent plus être rigoureusement démontrées. C’est ce que nous 
allons d’abord faire voir par quelques exemples. 

Considérons, en premier lieu, l’intégrale 

Si l’on désigne par et £ deux quantités variables , dont la première 
converge vers la limite —00, et la seconde vers la limite 00 , on tirera 
de la formule (3) 

e * dx = Jim. r}e x dx~ Uni. ( e*> — e%°) = e°° — e-°° = 00 „ 

J —00 J £ 0 

Ainsi, l’intégrale ( 4 ) a une valeur infinie positive. 

Considérons, en second lieu, l’intégrale 

/ V roo dx 

( 5 ) Jo —■ 

prise entre deux limites dont l’une est infinie , tandis que l’autre rend 
infinie, la fonction sous le signe /, savoir, En désignant par £ 0 et £ 

deux quantités positives, dont la première converge vers la limite zéro* 
et la seconde vers la limite 00, on tirera de la formule (3.) 

i”4= fc 4MrMi)=e)=~- 

Ainsi, l’intégrale (5) a encore une valeur infinie positive. 

Il est essentiel d’observer que, si la variable x et la fonction f(x) 
restent finies l’une et l’autre pour une des limites de l’intégrale (1), on 
pourra réduire la formule (3) à l’une des deux suivantes : 

(6) f Xa X f{x)d x = li m .J'*f{x)dx, f*f[x)dx = lim,f. a . 

On tirera en particulier de ces dernières 
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! f ° e x dx =± £° — f e x dx t— — e° '== oo ; 

J-co 

r O d x J , x r 1 dx ;/, N 

yi, —=/(°)=—°°>>./» —=/(ô) = oo. 

Considérons maintenant l’intégrale 

(«) xr^ 

dans laquelle la fonction sous le signe y, savoir, - , devient infinie pour 
la valeur particulière x — o comprise entre les limites x —— t , i. 

On tirera de la formule (2) 

/'-H dx r o dx z' i dx 

(9) /; ~r =X. * *-Jo — =-00-^00. 

La valeur de l’intégrale .( 8 ) paraît donc indéterminée. Pour s’assurer 
quelle l’est effectivement, il suffit d’observer que, si l’on désigne par e 
un nombre infiniment petit, et par v deux constantes positives, mais 
arbitraires, on aura, en vertu des formules (6), 

. . /--o dx J. / - dx dx ;• r x dx 

(««>)■ X, — — ’ X = hm -L —• 

Par suite, la formule (p) deviendra 

(■ 0 t-x' T!=''"['(‘'‘wa]='(f)- 

et fournira pour l’intégrale (8) une valeur complètement indéterminée , 
puisque celte valeur sera le logarithme Népérien de la constante arbi- 


Concevons à présent que la fonction f[x) devienne infinie entre les 
limites x — x Q> xizzX , pour les valeurs particulières de .y représentées 
par ,v lf x z ...x m . Si l’on désigne par e un nombre infinime i nt petit, et 
par /&,, v,, , v a . :. , y m des constantes positives, mais arbitraires* 

on tirera des formules (2) et (3) 

<■*) 
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Si les limites x Q) X se trouvaient elles-mêmes remplacées par oo et 
oo , on aurait 

(.3) fX^ x)dx = 

un., j /T 7 w* - f(x)dx • ^fj t J {x) dx î ’ 

pi, v désignant deux nouvelles constantes positives, mais arbitraires. 
Ajoutons que dans le second membre de la formule (13) on devra rétablir 
X à la place de ou * 0 à la place de —si des deux quantités * 0 , 
X, une seule devient infinie. Dans tous les cas, les valeurs des intégrales 

déduites des équations (1.2) et(13), pourront être, suivant la nature de 
la fonction f (*), ou des quantités infinies, ou des quantités finies et dé¬ 
terminées , ou des quantités indéterminées qui dépendront des valeurs 
attribuées aux constantes arbitraires /x, v, , v, •.. p* m > v «- 

Si dans les formules (12) et (13) on réduit à l’unité les constantes ar- 
bitraires p*, v, , v, . • • > on trouvera 

(. 5) A X màx=im\x rt f{x) ^/,:r/w dx ^-X'l ’ 

( • 6 j xr ^ V(-) -y:,"7 V(-) ^• 

Toutes les fois que les intégrales (i 4 ) deviennent indéterminées, les 
équations (15) et (16) ne fournissent pour chacune d’elles qu’une valeur 
particulière à laquelle nous donnerons le nom de valeur principale. Si l’on 
prend pour exemple l’intégrale (8) dont la valeur générale est indétermi¬ 
née, on reconnaîtra que sa valeur principale se réduit a zéro. 
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VINGT-CINQUIÈME LEÇON. 

Intégrales définies singulières. 

Concevons qu’une intégrale relative à x, et dans laquelle la fonc¬ 
tion sous le signe f est désignée par y*(A'), soit prise entre deux limites 
infiniment rapprochées d’une certaine valeur particulière a attribuée a fa 
variable .y. Si cette valeur a est une quantité finie, et si la fonction y(.v) 
reste finie et continue dans le voisinage de x=a , alors, en vertu de la 
formule (19) [22.® leçon], l’intégrale proposée sera sensiblement nulle. 
Mais elle pourra obtenir une valeur finie différente de zéro, ou même une 
valeur infinie, si l’on a <7=:dzoo, ou bien f(a) — it:oo. Dans ce.der¬ 
nier cas, l’intégrale en question deviendra ce que nous appellerons une 
intégrale définie singulière. Il sera ordinairement facile d’en calculer la valeur 
à l’aide des formules ( 1 5) et ( 1 6) de la 23 . e leçon , ainsi qu on va le voir. 

Soient e un nombre infiniment petit, et ft, v deux constantes posi¬ 
tives, mais arbitraires. Si a est une quantité finie, mais prise parmi les 
racines de 1 équation f{x)z=z.± 00 , et si f désigne la limite vers laquelle 
converge le produit [x—a)f{x) t tandis que son premier facteur converge 

vers zéro, les valeurs des intégrales singulières^^ f(x)dx> f a + iy f{ x )dx 
seront à très-peu près [en vertu de la formule (id), 23.® leçon] 

(I ) ' w 

Si l’on suppose au contraire a = ±00, en appelant f la limite vers 
laquelle converge le produit xf{x), tandis que la variable .y converge 
vers la limite ±00, on aura sensiblement [23.® leçon, équation (15)] 

( 3 ) r~Jf{*)dx'=u[g), (4) = -f). 

* 

Il est essentiel d’observer que la limite du produit (x—ti)f(x) ou xf{x) 
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dépend quelquefois du signe de son premier facteur. Ainsi, par exemple ; 

I 

le produit * (* 2 -Ky 4 ) 2 converge vers la limite H- i ou — i , suivant 
que son premier facteur, en s’approchant de zéro, reste positif ou né¬ 
gatif. Il suit de cette remarque que la quantité désignée par f change 
quelquefois de valeur dans le passage de l’équation (i) à l’équation (2), 
ou de l’équation (3) à l’équation (4). 

La considération des intégrales définies singulières fournit le moyen 
de calculer la valeur générale d’une intégrale indéterminée , lorsqu’on 
connaît sa valeur principale. En effet, soit 

( 5 ) f/fM* 

l’intégrale dont il s’agit, et concevons qu’eu admettant les notations de 
la leçon précédente, on fasse 


( 6 ) £ =//' tu 7w ** +-arm dx -+- dx ■ 

(7) f{x)dx -t f{x)dx H-. —t f (*) 

Soient en outre A—lim:E la valeur générale, et B = lim.F la valeur 
principale de l’intégraLe (5). La différence A — B=Iim. (E — F) sera 
équivalente à la somme des intégrales singulières 




c’est-à-dire, à la limite dont s’approche la somme des intégrales (8) , 
tandis que s décroît indéfiniment. De plus, si l’on désigne par f,, f 2 ». f M 
les limites vers lesquelles convergent les produits 

(* — X. )/(*) . (*—• X 1 )/[x)...[x — X„)f[x), 
tandis que leurs premiers facteurs convergent vers zéro, et si ces limites 
sont indépendantes des signes de ces premiers facteurs, on trouvera que 
la somme des intégrales (8) se réduit sensiblement à 



Lorsqu’on a x,—x 0 ou x rn = X, la différence A — B comprend une 
intégrale singulière de moins, savoir, la première ou la dernière des inté¬ 
grales (8). 
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Lorsqu'on suppose * 0 — — oo, Af=-f-oc, les équations (6) et (7) 
doivent être remplacées par celles qui suivent : 

(10) e — yi_L fl+ll' f( x ) jx • 

(11) F=fjj_ f{x)Jx+J r ^- l f[xyjx + ... + f r f(x)dx. 

+s t i~r Xrn ~^~ 6 

Dans la même hypothèse, il faut aux intégrales (8) ajouter les deux sui¬ 
vantes 


(12) 


I T 

/__/ f {*) dx . Jf f{*\ dx > 


dont la somme sera sensiblement équivalente à l'expression 

(>3) ^{f)> 

si le produit xf(x) converge vers la limite f, tandis que la variable x 
converge vers l'une des deux limites —00, -f- 00. Si une seule des 
deux quantités x 0 , X devenait infinie * il ne faudrait conserver dans la 
différence A —B qu’une seule des intégrales (12). 

Lorsque pour des valeurs infiniment petites de e, et pour des valeurs 
finies ou infiniment petites des coefficiens arbitraires ft, v, ft,, v 1 .... 
fm* V wi , les intégrales singulières (8) et (12), ou du moins quelques- 
unes d’entre elles, obtiennent ou des valeurs infinies, ou des valeurs finies, 

mais différentes de zéro, les intégrales f (x) d x , f / (.v) d x 

sont évidemment infinies ou indéterminées. C’est ce qui arrive toutes 
les fois que les quantités f,, f a ... f# ne sont pas simultanément nulles. 
Mais la réciproque n'est pas- vraie, et il pourrait arriver que, ces quan¬ 
tités étant nulles toutes àrla-fois , les intégrales (8) et (12), ou du moins 
quelques-unes d’entre elles, obtinssent des valeurs finies différentes de 
zéro pour des valeurs infiniment petites des coefficiens jx, v, /m, v, ... 


Ainsi, par exemple, si l’on prend f{x )— 


*/(*) 


le produit 


a/W; s'évanouira pour x — ô, et cependant l’intégrale singulière 

Ji */(*) — ' L 1 ^ /(•) 1 
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cessera de s’évanouir pour des valeurs infiniment petites de v. 

Lorsque les intégrales singulières comprises dans ia différence A — B 
s’évanouissent toutes pour des valeurs infiniment petites de g, quelles 
que soient d’ailleurs les valeurs finies ou infiniment petites attribuées 
aux coefficiens fjc, v, /x, , v , . ,. • AW-v„> on est assuré que ia valeur 
générale de l’intégrale (5) se réduit à une quantité finie et déterminée. 
Soit en effet, dans cette hypothèse, un nombre très-petit, et sup¬ 
posons g choisi de manière que pour des valeurs de /x, v, /x,, v, .../x w , 
\ n inférieures à l’unité, chacune des intégrales (8) et (12) ait une valeur 

numérique inférieure à ^ La valeur approchée de B, représen¬ 
tée par F, sera une quantité finie qui ne contiendra plus rien d’arbi¬ 
traire ; et, si l’on attribue aux coefficiens /x, v, /x,, v, ... /x„ t , \ m des 
valeurs infiniment petites, E s’approchera indéfiniment de A , en de¬ 
meurant compris entre les limites F — F-\-^. A sera donc compris 
entre les mêmes limites, et par conséquent on pourra trouver une quan¬ 
tité finie i 7 qui diffère de A d’une quantité moindre qu’un nombre donné 
jv. On doit en conclure que la valeur générale A de l’intégrale (5) sera, 
dans l’hypothèse admise, une quantité finie et déterminée. 

■ Des principes que nous venons d’établir, on déduit immédiatement la 
proposition suivante. 

Théorème. Pour que là valeur générale de ï intégrale (1) soit fuie et déter¬ 
minée, il est nécessaire et il suffit que celles des intégrales singulières (8) et (1 2) 
qui se trouvent comprises dans la différence A — B, se réduisent à zéro, pour 
des valeurs infiniment petites de g, quelles que soient d’ailleurs les valeurs finies 
ou infiniment petites attribuées aux coefficiens /x, v, /x, , v, ... fx, ni v w . 


Exemple. Soit une fraction rationnelle. Pour que l’intégrale 

/ +00 f (*) j conserve une valeur finie et déterminée, il sera néces- 

-00 F (*) 

saire et il suffira, i.° que l’équation F(x) = o 11’ait pas de racines réelles, 
2. 0 que le degré du dénominateur F [x) surpasse, au moins de deux unités, 
le degré du numérateur f(*). 
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VINGT-SIXIÈME LEÇON. 

Intégrales indéfinies. 


Si, dans fintégrale définie X f[x)dx, on fait varier l’une des deux 

limites, par exemple, la quantité X, l’intégrale variera elle-même avec 
cette quantité; et, si l’on remplace la limite X devenue variable par .v, 
on obtiendra pour résultat une nouvelle fonction de x., qui sera ce qu’on 
appelle une intégrale prise à partir de l 'origine xzzzx 0 . Soit 

(.) ^( x )=fj/{ x )d x . 

cette fonction nouvelle. On tirera de la formule (ip) [22/ leçon] 

(2) éX (x Q ) Z=I o , 

ô étant un nombre inférieur à l’unité; et de la formule (7) [2 3.' leçon] 

fX* f{ X W*—f,é f( x ) dx — OU 

(3) é^(x-l-ct)— cF(x) = <t/(v—f—0ct). 

11 suit des équations (2) et (3) que, si la fonction f(x) est finie et continue 
dans le voisinage d’une valeur particulière attribuée à la variable a* / la 
nouvelle fonction éX(x) sera non-seulement finie, mais encore continue 
dans le voisinage de cette valeur, puisqua un accroissement infiniment 
petit de „y correspondra un accroissement infiniment petit de c^(a-). 
Donc, si la fonction f[x) reste finie et continue depuis x—x Q jusqua 
x — X, il en sera de même de la fonction é^(x). Ajoutons que, si l’on 
divise par et les deux membres de la formule (3), on en conclura, en 
passant aux limites, 

( 4 ) <?"(*) =/(*)• 

Donc l’intégrale (1), considérée comme fonction de x, a pour dérivée la 
fonction f[x) renfermée sous le signe / dans cette Intégrale. O11 prou¬ 
verait de la même manière que l’intégrale^ * f(x)dx = *f (*) , 
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considérée comme fonction de x, a pour dérivée — f[x). On aura donc 

(5) j;f x ;f(x)<{x=f(x), et ±ff f[x)Jx = -f[x). 

Si aux diverses formules qui précèdent on réunit l’équation (6) de la 
7- e leçon, il deviendra facile de résoudre tes questions suivantes. 

i. cr Problème. On demande une fonction 'or (x) dont la dérivée xsr'/x) soit 
constamment nulle. En d’autres termes, on propose de résoudre l’équation 

(6) 'rsr'(x) = o. 

Solution . Si l’on veut que la fonction 'sr(Ar) reste finie et continue depuis 
* = — 00, jusqu’à xzz.+ oo, alors, en désignant par x Q une valeur 
particulière de la variable x, on tirera de la formule (6) -[7.® leçon] 
'sr ( x ) — 'sr (x„) — (.y —*•<>) -sr' [x 0 H- ô (.v — x 0 ) ] — o , et par suite 

(7) “ ■a-{x) — sr(x 0 ), 

ou , si Ton désigne par c la quantité constante tât(x q ) , 

(8) (*) — c- 

Donc alors la fonction 'ar [x] devra se réduire à une constante , et conser¬ 
ver la même valeur c, depuis * =— 00 jusqu’à x — zoo. On peut ajouter 
que cette'unique valeur sera entièrement arbitraire, puisque la formule 

(8) vérifiera l’équation (6) , quelle que soit c. 

Si l’on permet à la fonction 'sr(x) d’offrir des solutions de continuité 
correspondantes à diverses valeurs de x, et si l’on suppose que ces valeurs 
de x, rangées dans leur ordre de grandeur, soient représentées par .v, , 
alors l’équation (7) devra subsister seulement depuis x =— 00 
jusqu’àx—x, , ou depuis x=a\ jusqu’à , &c.ou enfin depuis 

x—x m jusqu a x = -+-oo, selon que la valeur particulière de x repré¬ 
sentée par a*o sera comprise entre les limites —00 et x t , ou bien entre 
les limites a-, et &c.. . , ou enfin entre les limites x m et 00. Par 
conséquent, il ne sera plus nécessaire que la fonction 'ar(x) conserve la 
même valeur depuis a* = — 00 jusqu’à x=i-f-oo , mais seulement 
quelle.demeure constante entre deux termes consécutifs de la suite 
— 00 , , a 2 . . . x m , H- 00. 

Cest ce qui arrivera, par exemple, si l’on prend 

.V / \ C 0 -\-Cm C—C 0 *- X , C % - C , x - X x , - Cm- t X - X m 

(?) 7 =-— 
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c* ,' c, , c x ... c m désignant des quantités constantes, mais arbitraires. En 
effet, dans ce cas, la fonction 'ôr(x) sera constamment égale à c Q entre 
les limites a=z=— oo, x — x,; à c x entre les limites a'=.v,, .v — x 4 ; 
&c... ; enfin à c m entre les limites x — x mr x~oo. 

Si l’on veut que / ar(x) se réduise à c 0 pour des valeurs négatives, et 
à c, pour des valeurs positives de a , il suffira de prendre 


(10) 


•sr (*) = —— 


Y-* 


2. e Problème. Trouver la valeur générale de y propre à vérifier ïe'quation 
(n) dy — f (a) dx. 

Solution. Si l’on désigne par F (a) une valeur particulière de l’inconnue /, 
et par F (x)-Hsr (a) sa valeur générale, on tirera de la formule (i i), à la¬ 
quelle ces deux valeurs devront satisfaire , F'(x)=f[x), F'(x)-^'sr\x)=f[x), 
et par suite '& , (x)z=l o. D’ailleurs il résulte de la première des équations 


(5) qu’on satisfait à la formule (1 1) en prenant y—J^ x f{ X )j x . 
la valeur générale de y sera 


( : i A y—f’fW dx -+-? r W > 


Donc 


'sr (a) désignant une fonction propre à vérifier l’équation (6). Cette valeur 
générale de/, qui comprend, comme cas particulier, l’intégrale (1), 
et qui conserve la meme forme, quelle que soit l’origine a 0 de cette 
intégrale, est représentée dans le calcul par la simple notation y* f[x)dx, 
et reçoit le nom S intégrale indéfinie . Cela posé, la formule (1 1) entraîne 
toujours la suivante 

( 13 ) y— Jf^ x ) dx - 

et réciproquement, en sorte qu’on a identiquement 

(14) d.J f(x)dx =f{x)dx. 

Si la fonction F (a) diffère de l’intégrale (1), fa valeur générale de y, 
ou ff{x)dx, pourra toujours être présentée sous la forme 

(15) Jf M ex — F (x) -h •zr (x), 

et devra se réduire à l’intégrale (1), pour une valeur particulière de 'sr(x) 
qui vérifiera en même temps l’équation (6) et la suivante 

(. 6 ) &{ X ) = f" 7 (.v) dx = F{x) -+- tr (4 
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Si de plus les fonctions f(x) et F(x) sont l’une et l’autre continues entre 
les limites xzzr.Vo, x = X, la fonction d?[x) sera elle-même continue 
et par suite -sr (x-) = cF(x )— F(x) conservera constamment la même va¬ 
leur entre ces limites, entre lesquelles on aura ^(x) = tst ( x Q ) , 
s^(x) — F(x)—s^( Xo )—F(x 0 )= — F(x„), ^(x)—F^)—F{x a ), 

(- 7 ) = 

Enfin, si dans l’équation (17) on pose x = X, on trouvera 

(■ 8 ) f x *f( X )J X = F(X)-F( X ,). 

11 résulte des équations (15), (17) et (18), qu’étant donnée une valeur 
particulière F(x) de y, propre à vérifier la formule (i 1), on peut en dé¬ 
duire , 1 . u la valeur de l’intégrale indéfinie f f[x)dx, 2° celles des deux 

intégrales définies^ f[x)dx, X f(x)dx, dans le cas ou les fonctions 

/(*), F(x) restent continues entre les limites de ces deux intégrales. 
Exemple. Comme on vérifie l’équation dy = d en prenant^y=arctangx, 

et que les deux fonctions 9 arc tan g x > restent finies et continues 

entre les limites x=—00, x—00 , on tirera des formules (15), (1 7) et (1 8) 
= arc lang x+-sr{x) ,jf ’ = arc tang* ,f o ' ^ = ■ j = o, f 8 5.. 



Nota. Lorsque dans 1 équation (17) on veut étendre la valeur de x au- 
delà d’une limite qui rend la fonction f[x) discontinue, il faut ordinaire¬ 
ment ajouter au second membre une ou plusieurs intégrales singulières. 

Exemple. Comme on satisfait à l’équation dy —en prenant y={l ( x *), 

si l’on désigne par e un nombre infiniment petit, et par jx y v deux coeffi- 
ciens positifs, on trouvera, pour x<o, 


f_ X i ^y= J r l (x , ) — J rl[i) = J r!{ X ')i et pour * > o , 


= ~1{ X 


dx 


r dx^ r i 
J — i X J if 


• t dx 
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VINGT-SEPTIÈME LEÇON. 

Propriétés diverses des Intégrales indéfinies. Méthodes pour déterminer 
les Valeurs de ces mêmes intégrales. 

D apres ce qui a été dit dans la leçon précédente , d’intégrale indéfinie 
(0 J f{x\dx 

n est autre chose que la valeur générale de l'inconnue y assujettie à vé¬ 
rifier l’équation différentielle 
W dy = f(x)dx. 

De plus, étant donnée une valeur particulière F(x) de la même in¬ 
connue, il suffira, pour obtenir la valeur générale, d’ajouter à F(x) une 
onction -5r(.v) propre à vérifier l’équation ■sr'{x)~o, ou, ce qui revient 
au même , une expression algébrique qui ne puisse admettre qu’un 
nombre fini de valeurs constantes , dont chacune subsiste entre certaines 
limites assignées à la variable *. Pour abréger, nous désignerons doréna¬ 
vant par ia lettre G une expression de cette nature, et nous l’appellerons 
constante arbitraire, ce qui ne voudra pas dire qu’elle doive toujours 
conserver ia même valeur, quel que soit *. Cela posé, on aura 

(3) f f{x)dx = F(x) -h G. 

Quand on remplace la fonction F(x) par l’intégrale dcfwlej'J f(.x)dx 
qui est elle-même une valeur particulière de y, la formule (3) se^réduit à 

( 4 ) ff (x) dx = £ * / (x) dx-\-G. 

En étendant la définition que nous avons donnée de l’intégrale (t) au 
cas où la fonction f(x) est supposée imaginaire, on reconnaîtra facile¬ 
ment que, dans cette hypothèse, les équations (3) et (4) subsistent encore. 
Seulement, la constante arbitraire G devient alors imaginaire en même 
temps que/(*■), c’est-à-dire, quelle prend la forme yCÇ G et G 

désignant deux constantes arbitraires, mais réelles. 

Avant d’aller plus loin, il importe d’observer qu’en formant la somme 
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ce 
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ou la différence, ou même une fonction linéaire quelconque de deux ou 
de plusieurs constantes arbitraires, on obtient pour résultat une nouvelle 
constante arbitraire. 

Plusieurs propriétés remarquables des intégrales indefinies se déduisent 
facilement de l’équation (4) combinée avec les formules (13) [22.* leçon] 
et (2), (3), ( 4 ), (5) [2 3 . e leçon]. En effet, si, après avoir remplacé X par x 
dans les deux membres de chacune de ces formules, on ajoute aux inté¬ 
grales qu’ils renferment des constantes arbitraires , on trouvera, en dési¬ 
gnant par a, b, c ... des constantes supposées connues, et par u, v, w ... 
des fonctions de la variable x, 


(5) f audx — a fi ud x , 

f f(u + v-ï-w...) dx=fudx-{-fvdx-t-fnrdx -+-..., / (u—v) dx—fudx—fvdx , 

^ ( f (au-\- bv-t- c w . .)dx—afudx4-bfvdx-\-cJWdx~\-..., f(u^-v/^Z~i)dx=.fudx-*-V~fvdx. 

Ces équations subsistent dans le cas même ou a, b, c ... u, v, w ... de¬ 
viennent imaginaires. 

Intégrer la formule différentielle f(x)dx, ou, en d’autres termes, intégrer 
l’équation (2), c’est trouver la valeur de l’intégrale indéfinie fifi[x)dx. 
L’opération par laquelle on y parvient est une intégration indéfinie, lé inté¬ 
gration définie consisterait à trouver la valeur d’une intégrale définie, telle 

que J' X f[x)dx. Nous allons maintenant faire connaître les quatre prin¬ 
cipales méthodes à l’aide desquelles on peut effectuer, dans certains cas, 
la première de ces deux opérations. 

Intégration immédiate. Lorsque dans la formule fi{x)dx on reconnaît la dif¬ 
férentielle exacte d’une fonction déterminée F[x) t la valeur de i intégrale 
indéfinie ff[x)dx se déduit immédiatement de l’équation (3). On étend 
le nombre des cas auxquels cette espèce d’intégration est applicable, en 
observant que les facteurs constans renfermés dans /(x) peuvent être 
placés à volonté en dedans ou en dehors du signe j[voyei l’équation (5)]. 

Exemples . fiadx — a x + C, J {a. + 1 ) x a d x — x^'-h C, f x a dx — -■ ~ n- G , 


/« 


dx-. 




2/;- 
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/V=>V^, f'—p = arc tangx-f- e,J~. 4 = = arc sinx-4-e = <?-*-1 T -arc cosx, 

fe‘dx = ''+C, J~.A* (lA)dx-A* e , J'A*dx =-AL. + c, 
fco„d,=sin X +e, f™*à*=-™*+e,f^= t z ngx +e,f^=- C0lx + e . 

Intégration par substitution. Concevons qu'à la variable x on substitue une 
autre variable Z liée à la première par une équation de laquelle on tire 
Z—Ç M et x ~Xiz)• La formule (2) se trouvera remplacée par la suivante 

W *y =f[x(z)]-x'(z)<tz- 

Si l’on fait, pour abréger , flx{z)\x ti) {z)> fa valeur générale de y 
tirée de l'équation (7) sera représentée par I intégrale indéfinie /f ( z )d z . 
D ailleprs^cette valeur générale doit coïncider avec l’intégrale (1). Donc, 
si, en vertu de la relation établie entre x et Z , 011 a identiquement 
( 8 ) f[x)dx = {( z )d z , 

on en conclura 

(?) ff{x)Jx =/{( z )<J z . 

Supposons maintenant que la valeur de / f (g)«/ 2 soit donnée par une 
équation de la forme 

( 10 ) /'((z)ét = f(z)-hO; 

on tirera de cette équation 

( 11 ) ff(x)dx — $[<p(x)] + e. 

Exemples. En admettant la formule (1 o), et posant successivement x±a=7, 

ax — l> ~ a = Z' x * ~L~ a ~ —Z> K X ) = Z> C * = Z> sin a-z=z 3, cos.v— Z , 
on tirera de la formule (11) combinée avec l’équation (5) 

/f (xdza)dx = $(x±a)+e , f((ax)dx = lg(ax) + C,ff(^dxz=za$(^'j-*-e, 

fxtfx'+a'Jdx— 1 §(V -+- G , fx*-‘ f (x*)dx— l - ê(x a ) G , f{(lx)^ = §(l x )^ c> 
fe*f(e x )dx=z${e*)+C, /cosxf (s\nx)dx=z$(s\nx)+- G , /sinxf (cosx)Jx=z-.§( cos ÿ+ e [ 

Ces dernières formules étant combinées à leur tour avec celles qui résul¬ 
tent de 1 intégration immédiate , on trouvera 

% fx—a~~'l l ( X ~ a ) ~*~ G 'f( x —a) m ~~ ~ (m-~i)(x-nj m - 1 * + ’ C y f 7+?? = ^ aFC 
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fc"dx=-e"+e, fe-“dx=—-e~"-i-e, _fcosaxdx= iiaax-ï-C, fimaxdx—— - cosax-hC . 
a a a a 

fp^—nctzngf'y+e, f^=^+e=Kcx+e,f^=-£-+c. 

Intégration par décomposition. Cette espèce d’intégration s’effectue à l’aide 
des formules ( 6 ), lorsque la fonction sous le signe f peut être décom¬ 
posée en plusieurs parties de telle manière que chaque partie, multipliée 
par dx, donne pour produit une expression facilement intégrable. Elle 
s’applique particulièrement au cas où la fonction sous le signe f se ré¬ 
duit, soit à une fonction ei^fière, soit à une fraction rationnelle. 

Exemples f dx=f-* 4 -+ Æ = tangx-SbU h- G, 

exemples.J 5in * xCOS » x J sin'xcos^x J cos x J sm*x D . 

x 1 x* ' 

/(a-+-*x-t-cx*-4-.. .)dx=zafdx+bfxdx-+-cfx*dx + ... — ax + b-^ + c --^.. • *+■ C. 

Intégration par parties. Soient ü et v deux fonctions'différentes de .y, et 
u, v leurs dérivées respectives, uv sera une valeur particulière de y , 
propre à vérifier l’équation différentielle dy=udv-hvdu=uv dx-hvudx , 
de laquelle on tirera généralement 

y — u v -f- G zzz f uv'dx+fvudx ==/udv -+-/ vdu , 
et par suite / udv = uv — (f v du — G) , ou plus simplement 
(12) f u dv=:uv—fvdu, 

la constante arbitraire —G pouvant être être censée comprise dans l’in¬ 
tégrale f vdu. 

Exemples, f 1 (x)dx= xl(x)~fx ~ =x[l (x)— i]-h G, fxe' dx—e* (x— 1 )-+-C , 
fx œsxdx = x sinx-t-cosx + Cj f xsinxdx——x cps*-+-sin x -hÇ, &c... 
Nota. 11 est essentiel d’observer que les constantes arbitraires, qui sont 
censées comprises dans les intégrales indéfinies que renferment les deux 
membres de l’équation (12), peuvent avoir des valeurs numériques très- 
différentes. Cette remarque suffit pour rendre raison de la formule 

r-± x — — 1 -+- 

J */(*) J */l*> 

à laquelle on parvient, en posant dans l’équation (11) u = ^ et V—I (x). 
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VINGT-HUITIÈME LEÇON. 

Sur les Intégrales indéfinies qui renferment des Fonctions algébriques. 


On appelle fonctions algébriques celles que fort forme en n employant 
que les premières opérations de l’algèbre, savoir, l’addition, la soustrac¬ 
tion, la multiplication, la division, et l’élévation des variables à des puis¬ 
sances fixes. Les fonctions algébriques d’une variable sont rationnelles, 
lorsqu’elles contiennent seulement des puissances entières de cette va¬ 
riable, cest-a-dire, lorsqu’elles se réduisent à des fonctions entières ou à 
des fractions rationnelles. Elles sont irrationnelles dans le cas contraire. 

Cela posé, concevons que, f[x) désignant une fonction algébrique de 
x, on cherche la valeur de l’intégrale indéfinie f f[x)dx. Si la fonction 
f( x ) est rationnelle, on décomposera le produit f[x)dx en plusieurs 
termes qui se présenteront sous l’une des formes 

K ' x — a (x—a) m x — azfl 3/-, (x — azçzfr 

u, et, / 3 , A, B désignant des constantes réelles, et ni un nombre entier; 
puis l’on intégrera ces différons termes à l’aide des équations 

= î [A^ç.BY -i)/[(x-ct)V/3 1 ]H-(Z?=h/i/-i)arc tangLl? +C, 
r [A + BVZT x )dx _ A=FB /“ ^ 

dont les premières se déduisent des principes établis dans la leçon pré¬ 
cédente, et dont la dernière, tirée par induction de la troisième, peut 
être à posteriori facilement vérifiée. 

Exemples.^)Ï*=A /[M+/ 3 > 2 Z?arc tang^ + C, 
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Lorsque la fonction /(x), sans cesser detre algébrique, devient irra¬ 
tionnelle, il n’y a plus de règles générales au moyen desquelles on puisse 
calculer en termes finis la valeur de ff(x)dx. A la vérité, il suffirait, 
pour y parvenir, de substituer à la variable * une seconde variable j tel¬ 
lement choisie que l’expression / (x)dx se trouvât transformée en une autre 
f dans laquelle la fonction f(j) fût rationnelle. Mais on n’a point 

de méthode sûre pour opérer une semblable transformation, si ce n est 
dans un petit nombre de cas particuliers que nous allons faire connaître. 

Soit d’abord f(x, j) une fonction rationneIle.de x et de J, jetant 
une fonction irrationnelle de x, déterminée par une équation algébrique 
d’un degré quelconque par rapport à J, mais du premier degré par rap¬ 
port à x. Pour rendre rationnelle et intégrable la formule différentielle 
f(x, z)dx, il suffira évidemment de substituer la variable j à la variable 
x. On doit sur-tout remarquer le cas où la valeur de J est fournie, soit 
par i’une des équations binômes 

( 2 ) V — (tf-v-t-Z>):=:o , [û 0 x-\-b 0 )i n — (^*-*-6,) = ° > 
soit par l’équation du second degré 

( 3 ) {a„x-ï-l,)i' — i[a,x-+-b,)i — {aiX-*-h % ) = o, 

a, b, vi 0 , à», n,, b,, a z , b z étant des constantes réelles, et « un nombre 
entier quelconque. Comme on satisfait aux équations ( 2 ) ■ en posant 
z -(ax- t-if , ou z = -, et à l’équation (3), en posant 


a,x -+- b y ■ 


- b ,y -b- [a 0 x -t- b 0 ) {ciz* K) i 

la X —t— b n 


il en résulte qu’on rend intégrable la formule 
( 4 ) f [x, (ax-hbf]dx ou f[x. 

en égalant à £ le radical qu’elle renferme, et les deux formules 


f [ x, ■j/(v7,x-+-A,)‘-i-(<JoX-i-i.) (vi.v-1-â,)] dx, 
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en y substituant la valeur de * en £ tirée de l’équation (3), ou, ce qui 
revient au même, de la suivante 

( 6 ) \Z[si ï x-*-b i y+ {aoX-*-b 0 ) [a x x^-b x )z=z [a 0 x+l 0 )i— [n^-y-b,). 
Concevons maintenant qu’il s’agisse de rendre intégrable l’expression 

(7) f [ x, '[Z A x x B x-y-C^\ dx , 

A, B, C étant des constantes réelles. II suffira évidemment d’employer 
l'équation (6), après avoir réduit le trinôme Ax z Bx -+- C à la forme 
(a l x-t-b,) z -y-(a Q x-h b Q ) (œ x x-y- b z ). Or, on peut effectuer cette réduction 
d’une infinité de manières, en choisissant un binôme a\x-y-b l tel que 
la différence A x x -A-B xÇ — {p } xAr-b t ) x soit décomposable en fac¬ 
teurs réels du premier degré, c’est-à-dire, tel que l’on ait 

(8) AbS+CaS—BaJ^^B'—AC >0. 

En cherchant les valeurs les plus simples de a, et de b , propres à rem¬ 
plir cette dernière condition, 011 trouvera, i.° si '-B'—A C est positif, 
rf, = o , b, “ o ; z.° si A est positif, a t =A % b t =o ; 3. 0 si C est po¬ 
sitif, b l =C 1 , <7,=o. De plus, comme on aura 
Ax z -y-Bx-*-C—(A 2 x) z = 1 x (Bx-hC) et Ax l -y-Bx-hC—(C J ) z =x(Ax-hB), 
on pourra prendre dans le second cas a 0 x-A~ b Q = i , et dans le troisième 
a 0 x-*-b 0 —x. En résumé, si Ax z -y-Bx-*-C est le produit de deux facteurs 
réels a 0 x-^-b 0> a X x-y-b z > on rendra la formule (7) rationnelle, en posant 

(9) )[a i x+b 1 )z=i{(i.x+bo)z ou = V • 

Dans le cas contraire, le radical j/(Ax 2 -y-Bx-y- C) ne pourra être une 
quantité réelle, à moins que les deux coefficiens A et C ne soient positifs. 
Dans tous les cas, on rendra l’expression (17) rationnelle, en supposant 

si A est positif. y/( Ax 2 -y- Bx -y- C ) — 1 — A 2 x r 

et, si C est positif, \((Ax 2 -y-Ex-y-C)=zx^—C 2 ou y/^A-y-B ^ -y-C — 2 1 . 

Il est aisé de vérifier à posteriori ces diverses conséquences de la formule (1 6 ). 
Exemples. On tirera de la première des équations (1 o) 
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f^^i[ x +ytt)+e,f^ = i( X +Vtt)-he, &c.. 


II importe d’observer que, si l’on désigne par f [u, v, h'...) une fonction 
entière des variables u, v, w..., et par p, q, /'...des diviseurs du nombre 
entier //, les expressions différentielles 


i ) f [*, {<**-*-!>) ï > (* x + b ) '< > (**-+“ b)\..]dx,{[x, (~^) /, * • ; •] 


dx 


seront de la même forme que les expressions (4), et pourront être inté¬ 
grées de la même manière. Ainsi l’on trouvera, en posant x = Z * 


l-*’) ' d x — 6= — z-+- J rl{i-^zY]-^- G > 

Ajoutons que l’on réduira immédiatement les expressions différentielles 

M t[x^{a X ^^-by\ X ^-'d X , f [*^.(^^5) 

f ^désignant une constante quelconque] aux formules (4), et l’expression 

(13) f j\v, (rt 0 x-f-Æ 0 ) a > (a^-hb,)* J.</x 

à la formule (7), en posant dans les expressions (12) x^zzizy, et dans 
l’expression (13) a 0 x ~h b Q =zy z . 

Exemples. On intègre ÿ^rzT) ^ x ' en P osant x 2 — y > y—i = Z* » ou 
simplement .v"— 1 =z* ; et-7^-r> en posant x— 1 =y z , puis 

(x-i)>+(x+i)ï 

f L L 

(/+2) * =i—y, ou simplement (x— 1) 4 -J-(x H- i) 1 zzz 3. 

En terminant cette leçon, nous ferons remarquer que, dans tous les 
cas où l’on parvient à calculer la valeur d’une intégrale indéfinie qui ren¬ 
ferme une fonction algébrique, cette valeur se compose de plusieurs 
termes dont chacun se présente sous l’une des formes 
( 14) f(x), A.l[((x)] t A .arc tang f(x) , 

f(x) désignant une fonction algébrique de x, et A une quantité cons¬ 
tante. Les expressions arc sin xnarc tang ^ ? arc cos x, et autres 

semblables sont évidemment comprises sous la dernière des trois formes 
que nous venons d’indiquer. 
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Sur ïIntégration et la Réduction des Différentielles binômes, et de 
quelques autres Formules différentielles du meme genre. 

Soient a, b, a i f b,, A, /-t, v des. constantes réelles, y une quantité 
variable, et faisons y x — x. L’expression (ay x H+b)? dy, dans laquelle 
dx a pour coefficient une puissance du binôme a y*-h b, sera ce quon 
appelle une différentielle binôme , et l’intégrale indéfinie 

(0 j'[ay K -\-bYdy~ -^-J'{ax-+-b)P x~*~' dx 

sera le produit de par une autre intégrale comprise dans la formule 
générale 

(2) f(ax-hb)* (a.x-^b ff dx , 

dont nous allons maintenant nous occuper. 

On détermine facilement l’intégrale (2), lorsque les valeurs numéri¬ 
ques des exposans ja, v et de leur somme -4- v se réduisent à trois 
nombres rationnels, dont l’un est un nombre entier. En effet, désignons 
par l, m, n des nombres entiers quelconques*. Pour intégrer les expres¬ 
sions différentielles 

{ ax -\-b) ±/ (tfjX-l-Æ,) ± " dx, {ax+b)~ » {ûjX-hbJ dx, [ax-^b) [a t x-\-b s ) ^"dx, 
il suffira de poser successivement [voyez la 28.® leçon] 

_ 7 ' ax-\-b „ 

a t x —J— b , zi * nx —1— b — z t x \ b — — 2 • 

La formule (ax-±-b)r(a ,) v dx 11’étantpas toujours intégrable, il est 

bon de faire voir comment on peut ramener la détermination de l’inté¬ 
grale (2) à celle de plusieurs autres intégrales de même espèce, mais dans 
lesquelles les exposans des binômes ax-\~b , a^x-Y-b x ne soient plus les 
mêmes. Pour y parvenir de la manière la plus directe, on aura recours 

Ltçsm de M. Cauchy. £ g 
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à Téquation (12) [27.® leçon] que l’on présentera sous la forme 
(3) / uv .-^dHy) — uv —/ uv,~dl{u) 

puis ion supposera les fonctions m, et v respectivement proportionnelles 
à certaines puissances de deux des trois quantités 


( 4 ) 


c H— b, ci , .y H— b , f 


ax-\-b 


Comme ces trois quantités, combinées deux à deux, offrent six combi¬ 
naisons différentes, on voit que la formule (3) donnera naissance à six 
équations distinctes. On simplifiera ie calcul, en opérant comme si u 
et v devaient toujours rester positives , et réduisant en conséquence la 
formule (3) à cette autre 

(5) f uv .dl (v) = uv — fuv.dl{u)y 

puis ayant égard aux équations 


dl[ax+b)=~ b , dl[a x x -t-*J 


a k dx ax-\-b \ (abj — a t b)dx 

a l x-\-b’ r * / (ax-\-b) ( 4 ,*-+-^) r 


desquelles on tirera la valeur de dx pour la substituer dans l'intégrale 
(2)» Concevons que, pour abréger, on désigne par A cette même inté¬ 
grale. On trouvera , 

i.° en supposant u proportionnel à une puissance de ax-\-b, et v à 
une puissance de a.x-^-b ^, 


. Jdx-\-bY(a x-\-b )*+* , . Adx-i-b)* . . , j ,, 

A —J -—- dl[a v x+b t )=f K —-j- [a l x+b l )’+\dl{a,x-+-b l )'+' 


(ax-t^b) ft [a i x^‘b r ) , + 1 

1 )a. 




*by(a l x-+-b i y- 


(•'-‘-I )a 


dl[ax--\-by , 

\f [dx by 1 [A t x-+-b,y+' dx , 


2. 0 en supposant u proportionnel à une puissance de a,xA-b^ et v k 
une puissance de ax-\-b r 


(?) f {ax-\-by[a t x-\-bi)'dx — -—-— '^‘1 — r~~ —/(<**-+-£) {a t x-+-b i y-' dx, 

(/*-H 1 )a # 

3- è en supposant u proportionnel à une puissance de et v à une 

puissance de a t x -\~b k , 
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A — r ( ax + b Y(‘ L i x -*-b t )'+' , ,_ r ( Y ... 

A ~J~- — r t - dl{a ‘ x+6 ' )= J \^rJ 

_ (ay-H^fcjX-H^,) »-H _ -{ax-t-b )' 1 (a.x-^-b^ )»-H ^ / ax-f-£ \ * 


'H- 1 ^(tfx-l-Æ)' 1 (tf,x 

(^-t-r-M)tf f (/t + K + 

(8) /(«^y( a ,^,).A =; . 


At( ab x —a x b) r . fv 


4*° en supposant u proportionnel à une puissance de 
puissance de ax-\-b, 


- > et v a une 


(9) f{ax-t-b) fi (a l 'x-hb j ydx 


_(tïx-+-£)M-» (a,x-k-b t )* y(a,b — nb t ) 


f(ax-\rby (atX-bb,) — 1 dx * 


1 (/*-i-H-i)a (^-hf + iK ' ' v * *' * 

5. 0 en supposant a proportionnel à une puissance de a t x -i-b lf et v h 

. , ax-±-b 

une puissance de -■ > 

^ /• ( dX ~^) fH " t ( a i^^l)* 4 ' r ^; / dX+fl \ _ /•(<I 1 5 f+^ l ) "•+•’+* / < 7 X+£ V 1 ** ,.4 V 4 *» 

a ^i ^ \j,x 4 -^,J yd^xH-^Ji 

_ (<Jx-b-Z>)i“~t ~ 1 (d ,x-+-£ t ) , + I /•(d* + ^) ,H ' t 

(/4-hi )(a-b l —û,^) (ytc-i-x) [ab l — a t b) d l [a x x-\-b 1 )^+ t 


- d I (tf jX-X-ÆjJM-»-*-* > 


( 1 o) f{ax+b\** [a, x-hb , ) ’ dx = 


(ax+b) f, + t ((î,x+^)’+ I 


- (^1 ){ab t - ai b) [fx+\)[ab 1 -a 1 b) J ^ 

6 .° en supposant u proportionnel à une puissance de ax 

. r ax -h b 

une puissance de —■• — ■ -- » 


■/(ax-h^)^- 1 {a x x+b,ydx, 
e + et v à 


[il) f [ax+by (a x x+b t )’dx: 


[ax-\-by'^ x [a l x+b l ) 


(/M. h— k -+- 2 )a 


(y-i-i)(a t b — ab x \ [v-^i)[a l b—ab l ) 


f[ax+by [a 1 x+b 1 )’+ l dx. 


A laide des formules (6), (7), (8), (p), (10), (11), on pourra toujours 
remplacer l’intégrale (2) par une autre intégrale de même espèce, mais 
dans laquelle chacun des binômes ax-\-b, a x x-\-b x porte un exposant 
compris entre les limites o et —1. En effet, il suffira, pour y parvenir, 
d’employer une ou plusieurs fois de suite les formules (8) et (p), ou du 
moins l’une d’entre elles, si les exposans fx, v sont positifs, ou si, l’un 
d’eux étant positif, l’autre est déjà compris entre les limites o et — 1. 
Au contraire, on devra employer les formules (10) et (t 1), ou du moins 
l’une d entre elles, si les exposans [x, v sont tous deux négatifs. Enfin, 

si, l’un des deux exposans étant positif, l’autre est inférieur à ■_1 , on 

fera servir la formule (6) ou la formule (7) à la réduction simultanée des 
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valeurs numériques de ces deux exposans, jusqu’à ce que l'un deux se 
change en une quantité comprise entre les limites o et —i. 

Lorsque les exposans /ul, v ont des valeurs numériques entières, alors, 
en opérant comme on vient de le dire, on finit par les réduire 1 un et 
l’autre à l’une des deux quantités o et — i. Cette réduction étant effec¬ 
tuée , l’intégrale ( 2. ) se trouve nécessairement remplacée par l’une des 
quatre suivantes 

j / ix = x ^ e J^b^^ ax ^'^ e ’f^T, = £■'!(«.*+b.)‘+C. 

12 ) r dx — 1 Ca\[ ax ~^ b \ = 1 1 ( ax ~*~ Y-hC. 

( J {ax-+-bj(cL l x-+-b l ) ab—a x bj \a t x-+-b x ) ^{ab^ajb) \ a J x-+-b 1 J 
En général, toutes les fois que la formule (ax-+-b)^ ) v dx sera 

intégrable, les méthodes de réduction ci-dessus indiquées permettront 
de substituer à l’intégrale (2) d’autres intégrales plus simples dont il sera 
facile d’obtenir les valeurs. 

Si l’on veut appliquer les mêmes méthodes à la réduction de l’inté¬ 
grale (1), il faudra supposer dans la formule (5) les quantités 11 et v pro¬ 
portionnelles à certaines puissances, non plus des quantités (4)» niais 
des suivantes 

. , .j ax b a y* b 

(13) ax-\-b — a y 1 -f- b , x=y , — -=——- 


Exemple. Concevons qu’il s’agisse de réduire l’intégrale 

11 désignant un nombre entier supérieur à l’unité. On supposera u et v 
proportionnels à des puissances de y % et de -£-\ et, comme on aura 


i+y 


-±-)dy=- 


2 dy 


y ( 1 -+-/ ) 


on tirera de la formule (5) 

/(i-t-r)-- 1 / >(■-*-/)— ».-h\ = y _ Ç. il . 

2(n —1) J 2 .[n — 1) V • 2(n— 1 2fi-2j 
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J;//- ^ Intégrales indéfinies qui renferment des Fonctions exponentielles, 
logarithmiques ou circulaires. 

On nomme fonctions exponentielles, fonctions logarithmiques , celles qui 
contiennent des exposans variables ou des logarithmes, et fonctions trigo- 
nométriques ou. circulaires, celles qui contiennent des lignes trigonomé- 
triques ou des arcs de cercle. Il serait fort utile d’intégrer les formules 
différentielles qui renferment de semblables fonctions. Mais on n’a point 
de méthodes sûres pour y parvenir, si ce n’est dans un petit nombre 
de cas particuliers que nous allons passer en revue. 

D’abord , si l’on désigne par f une fonction telle que l’intégrale in¬ 
définie f ait une valeur connue, on en déduira les valeurs de 

(0 f e * /cos.v .f(sin*)^*, f sin x . f (cos x) dx, 

en posant successivement, comme dans la 27/leçon , /(x) = £, e x z=:^ 
sin x=i, cos*:=:£. On déterminerait de même les trois intégrales 

(2) J\ (arc tang x) -~~p .> f^rcûnx)^—, /['(arccosAf)-^^, 

en posant, dans la première, arctang* —£, et dans les deux dernières, 
arc sin * = £ ou arc cos * — £. 

Observons encore que, si l’on désigne par f(a), f (u, v), f (u, v, v...); 
des fonctions algébriques des variables u, v, w . . . , il suffira de faire 
e* — z, pour rendre algébrique l’expression différentielle renfermée sous 
le signe f dans l’intégrale 

( 3 ) /{(e’)dx, 

et cosx=zz ou sin* = 2, pour produire le même effet sur les deux 
intégrales 

(4) /f (sin*, cos*) A, fi (sin*, sim*, sin 3 * ...cos*, cos 2 *, COS 3 *.. 

Leçons de M. Cauchy. „ f 
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<!ont la seconde n’a pas plus de généralité que la première, attendu 
qu’on peut y remplacer les sinus et Cosinus des arcs 2X1 3 x, 4 x • • * 
par leurs valeurs en sin x et cos x, tirées des équations de la forme 
cos/;x^'/^Tsin/;v= (cosx-t-y’—isinx)*, co&nXrV— isînnx (cos.v-V / — isin.v) 
Ajoutons que , si, dans la première des intégrales(4), on égale sin.v, non 
pas à 1, mais à ±2^, cette intégrale prendra la forme très-simple 

(j) Jî[±v. (i-z) t ] 

On aura, par exemple, en désignant par /a-, » deux quantités constantes, 

(d) / sin ^ ,v. cos ' .v. =±4- / ( 1 — j) "T 

Remarquons enfin, qu’en supposant connues les valeurs des intégrales (3) 
et (4), on en déduira facilement celles des suivantes 

é 

(8) /f (sinix.cosAv)aîv,/f^sinix.sinaix.sinjiv.., vasbx,casïix/cos}ix..)dx 
puis qu’il suffira de diviser par a , ou par b , tes fonctions obtenues, apres 
y avoir remplacé x par ax, ou par bx. 

Soient maintenant P, z deux fonctions de *, dont la première reste 
algébrique, et dont la seconde ait une dérivée algébrique z • Si, en posant 
/Pàx — Q, fQl'dx = R, /Rz'dx = S , 
xm obtient pour Q, /?, S ...» des fonctions connues de la variable x, on 
déterminera sans peine, à l’aide de plusieurs intégrations par parties, 

{9) fPz k dx> 

n étant un nombre entier. En effet, on trouvera successivement 

fPl'Jx^Qf-n/Xlz-Z^X' 

&c.. . . , et par suite, 

(10) fPz a Jx = Qf-«Rz 9 -' +n[n-i) —+ & 

Lorsque la fonction z se réduit à un seul terme, elle se présente néces¬ 
sairement sous l’une des deux formes [voyez la 28.® leçon ] 

/4/[f(.v)], A arc tang f (x), 
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A désignant une quantité constante, et f(x) une fonction algébrique de x. 

Exemples . Si l’on suppose la fonction P réduite à l’unité, et la fonc¬ 
tion 1 à lune des suivantes /(*), arc sin .v, arc cos a*, &c., 

on tirera de la formule (10) 

( 11 ) f{lx) n dx =£ 

, , ( « «(»—1) e »(*»—0 . 3 -** 1 . ^ 

J 1 77 ^ &c .±—-(77r-1^' 

(12) /(arc sin *)"</* = 

, . \ yi ( n/fe »(«—«)* } 

( arc sin x) { x-i-:--: rr-7 — n— "> 

v ' ( arcsm* (arcsinx)* (arcsmx)* J 

(ij) /(arc cosx) n dx z=z 

(arc cos x) |x arc cos x (arc cos x ) 1 ( arc cos x ) 1 / * 

(i 4 ) /[/[«-MPHifrfjris: 

r // . /-n«i., . n{n—i)x rt[n-\){n-z)y/P^l . î . ^ jc^ 

[./(*+VTïr)] j *** ïï^H^+r)! 7 '*•••• S• 

Si l’on supposait P=x"~', et z =l[x), on trouverait 

Lorsqu’on substitue les formules qui précèdent deviennent 


( arc sin x) " j x-h ■ 


(arc cos x)* j x- 


(17) fz"cQs Z Jz=Z n { sin z[i—••] -+- cos z[£ — " ( ” ^ ( " ' ) J-t-C, 

(18) —/^” sinj^ = j” | cos 2 [ t —-*-••] — sin z [ ^ - -K .]}-t- C, 

7 n e n f u nln — i) 0 . n[n— .i. 1 1 

M { ,---H -T^-Scc..^ --| + ft 

On pourrait établir directement ces dernières formules, à laide de plu¬ 
sieurs intégrations par parties que Ton effectuerait de manière à dimi¬ 
nuer sans cesse l’exposant //, pour le faire enfin disparaître. Ainsi, par 
exemple, la formule (20) se déduit des équations 

[ii )h n e°T-Ji=££-2fc' 




n{n— 1-)...3.2.11 
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Une remarque semblable s’applique à toutes les intégrales que ion dé¬ 
duirait de l’intégrale (io) supposée connue, en substituant z à x. 
L'intégration par parties peut encore servir à fixer les valeurs de 

(22) fi” e a ^ cos /z n e al sin 

a, b, désignant des quantités constantes, et n un nombre entier. Ainsi, 
par exemple, on obtiendra les valeurs générales des deux intégrales 
fe** cos bz^Z» f e aL s'm bz ^Z* en ajoutant des constantes arbitraires 
aux valeurs de ces mêmes intégrales tirées des équations 

f e dl cosbidi = -— _ f e“i s j n b^d^, f e al sin b% d^ = -—j / e“ l cos b^d^. 

Au reste, la détermination des intégrales (22) peut être simplifiée par le 
moyen des considérations suivantes. 

Comme on a [voyez la fin de la cinquième leçon] 
d [cos x -\r- }/ —1 sin x) = (cos.y-H Y —1 sin x)dx j/— t , on en conclut 

(23) d[e ai (cosbz-*-Y^ïsmbz)~\ = (a-+-bY^î) e a ^ (cosÆg-t- V ^7 sin bz)d£, 

( 24 ) /£^(cosij-t-/r7 s\nbz)dz= + e, 


C admettant des valeurs imaginaires. Cela posé, il est clair que les for¬ 
mules (2 1), et la formule (20) qui en est une suite nécessaire, subsisteront 
encore, si l’on y remplace l’exponentielle e at par le produit 
e ai [cosbz H- -]/—\ sin bz), 
et le diviseur a par a-\-b Y —1. On aura donc 

V a + byf-t \ (a+bÿ-Ji — («+V-7)v! 


Si l’on ramène le second membre de cette dernière équation à la forme 
« et v désignant des quantités réelles, ces quantités seront 
précisément les valeurs des intégrales (22). Les deux formules qui déter¬ 
mineront ces valeurs, comprendront, comme cas particuliers, les équa¬ 
tions (1 6), (17), (18) et (20). De plus, elles entraîneront l’équation (ip)/ 
et se réduiront, si l’on suppose « —o, aux deux suivantes 


{16)fe* 1 cos b z j z = sin b Z J Z =f 
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TRENTE-UNIÈME LEÇON. 

Sur la détermination et la réduction des Intégrales indéfinies, dans 
lesquelles la fonction sous le signe f est le produit de deux facteurs 
égaux à certaines puissances du sinus et du cosinus de la variable. 


Soient /a. , v deux quantités constantes , et considérons l’intégrale 
( i ) f sin ^ x . cos 1 x dx. 


Si l’on pose sin'x' 


Z» 


ou sin,v:=r±£ 2 , cette intégrale deviendra 


( 2 ) ±- r/Z^ ( r — z)~\ <*Z- 

Donc elle pourra être facilement déterminée [voyez la 2p. e leçon], lorsque 
les valeurs numériques des deux exposans^> ~r et de leur somme~ > 

se réduiront à trois nombres rationnels dont l’un sera un nombre entier. 
C’est ce qui arrivera nécessairement toutes les fois que les quantités /x, 
ï auront des valeurs numériques entières. 

Dans tous les cas, ôn pourra du moins ramener la détermination de 
l’intégrale (i) ou (2) à celle de plusieurs autres intégrales de même es¬ 
pèce, mais dans lesquelles les exposans de sin x et cosx, ou de £ et 
1 — Z> ne seront plus les mêmes. Pour y parvenir, il suffira d’employer 
de nouveau la formule (5) de la 2c?. e leçon, savoir, 

(3) f uv .dl [v) — uv — fuv.dl(u), 

en supposant les fonctions u, v proportionnelles à certaines puissances 


de deux des trois quantités £, 1 —Z » ou, ce qui rev ^ ent au même, 
de deux des trois suivantes, 


( 4 ) 


sin x , cos x , 


— tangx = 


Concevons, pour fixer les idées, que l’on veuille réduire l’intégrale (1). 
On commencera par substituer dans cette intégrale la valeur de dx 
tirée de l’une des équations 

Levons île M. Cauchy. ~ 


122 COURS d’analyse. 

( 5 ) dlsinx— , dl cos.v= — uax,t * <//tang.v=—<//cot* = ——■— » 

SIn * cos x 0 sin x cos x 

puis, Ion conclura de la formule (3), i.° en supposant# proportionnel 
a une puissance de sinx, et v à une puissance de cosx, 

/sin**cos ’ xdx=f— sin*~ l xcos’ +I x dlcosx = f — ——- cos’^'x J/cos’^'x 

J J f-hi 

sin*—*x cos’+’x r sin* -1 x cos’-* -1 x ,, . 

=--- -+- / - # / sin x-, 

l' + I J v -+- i 

-" Ix cos’ +I * . 1 r-~*-> xcos ’+> x d x; 


( 6 ) /sin*x cos’x */x= — - 


-^/sir 

r+i ; 


2. 0 en supposant # proportionnel à une puissance de cosx, et v à une 
puissance de sin x-, 

sin^H-»x cos’—*x k—1 . „ ,, , 

C dx; 


- /sin" 


2 x cos' 


(7) /sin^x cos’x dx = - 

JU.-+-I /4-HI 

3 *° en supposant # proportionnel à une puissance de tangx, et v à 
une puissance de cos x-, 


J sin' 1 * cos' x dx —f— sin' 1 1 x cos’ +t x dl cosx =/ 


'^coft^/( 


sin'*— 'x cos’+’x .. sin*— 1 x cos’-^x ,, 

h J - - —;—d/tang* x-. 


{8) / sin^x cos’x- dx = * 


ytt-H K 

- /t4 ~ I 
P 


f sin' 1 2 x cos’ x- dx ; 


4 *° en supposant # proportionnel à une puissance de cotx-, et v à une 
puissance de sin x , 

(9) fsin M x cos’x dx =-—- -+- -—~ f sin* x- cos’“ 2 x dx ; 

^-+-F /i-hF J 

5* en supposant u proportionnel à une puissance de cosx, et v à 
une puissance de tangx, 

/sin*xcos'x dx =/sin fl+t x cos ,+t x dl tangx- = tan g u+ ’- v ^ tang“ 4 ' .v 


sin^+'xcos’+'x r sin*+*x cos’+'x 

-ÎTï-/-^- dlcos 


2 x ; 


’x dx ; 


(10) fs\n'xcos’xdx = s ^ lxcos ’ + ' x + ^+ 2 f s In^xcos 

6 . en supposant u proportionnel à une puissance de sinx, et v à une 
puissance de cot a* , 
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/ \ r . , J sinM-xxcos’-Hx AC.-4 -k-4-2 

(irj / sin^xcos xrfx =-1- — 

*' V I V - 


I2 3 

/sirT* cos’"*" 2 x dx. 


A i ai Je des formules (6), (7), (8), (9), (10), (11), on pourra toujours 
transformer l’intégrale (1) en une autre intégrale de même espèce, mais 
dans laquelle chacune des quantités sin x , cos x, porte un exposant 
compris entre les limites — 1, h- i. En effet, pour atteindre ce but, if 
suffira d’employer une ou plusieurs fois de suite les formules (8) et 
(9), ou du moins l’une d’entre elles, si les exposans f* et v sont positifs, 

ou si, l’un d’eux étant positif, l’autre est compris entre les limites o,_r. 

On devra au contraire employer les formules (10) et (11), si les ex¬ 
posans f* et v sont tous deux négatifs, ou si, l’un d’eux étant négatif, 
l’autre est compris entre les limites o et 1. Enfin, si, l’un des deux ex¬ 
posans étant positif, mais supérieur à l’unité, l’autre est négatif, mais 
inferieur a 1 , on fera servir la formule (6)' ou la formule (7) à la 
réduction simultanée des valeurs numériques de ces deux exposans , 
jusqu’à ce que l’un d’eux se trouve remplacé par une quantité comprise 
entre les limites — 1 et 1. 

Dans le cas particulier où l’on suppose jm-hv—o, les équations 
( 6 ) et (7) deviennent 

( 12 )fta.ng^xdx— -J2:, * —/iang''- 2 xdx,fcot’xdx=—^}^ —fcot’-'-xdx. 

Lorsque les exposans f* et v ont des valeurs numériques entières , 
alors, en opérant comme il a été dit ci-dessus, on finit par réduire 
chacun d’eux à l’une des trois quantités -t-i, o, —1, et l’intégrale (1) se 
trouve nécessairement remplacée par l’une des neuf suivantes 


/ dx—x-\-e, fsïuxdxzz :— cosx - h £, / cos xdx — sïnx-\-G f fsinxcosxdx=\ûn x x-\-C 
/“r-ito+e,/™* 4 --— r Jx 


■co sxdx _ r 

= {lsJ 
dx 


sia x 


cos x sin* 

/ dx r {Jx / -dx r d[x-^{-x\ . 

^Tx-J sin^cosf ang aH ~ 'J co sx~~J sin — ï* tan g*(;-»-;) H- G . 

Si l’on applique ces principes à la détermination des intégrales 

fsin n xdx , fcos'xdx, f* — * . dx, f dx, C C 

J cos * J ™ * ' J cos", » J -^7». 

n étant un nombre entier, on trouvera, i.° en supposant n pair„ 


21 tang 2 x H- C f 
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/*»*« * --^1 éa-k+ — sin-'x-t-.-v- M 4 >-»>fr') .j,, } ■■?-(«-»)(►■) f 

« ( b- 2 2.4..(«-4)(»-2) j 2.4 ...{n-2)n 

/cos-xA = + S ' cosx 

» ( «-2 2.4..(B-4) »-2 j 2.4... »-2 B 


/tangWx- - tang "* ■ i ._ tan g”: 5 l. 

« — * » — 3 « — ; 

- . cot" - ’* cot"“ 3 * cot" _î x 

/cot X rfx =— --1- 


&c.. • . ± tang x * H- <? , 


: cot x qr x -4- <? , 


/“ » sin * ( n— 1 ^ ^ ,-3 2.4 • • • (#—” 4 ) 2 .) J 

/sec n x r= - sec x -H- sec* 3 x - 4 - .. .h ---i- L sec x > -+- C , 

«T* l »-3 1 . 3 .. •(«— 5 )(«— 3 ) j 

r n J COSXf »!— 2 „ , 2 . 4 ... (b—4)(b— 2 ) 1 

fcosec x dx = -cosec" x -4 -cosec " -3 x -+-... h- 2 -— 2 Ü-i C osec *}-+-(?, 

2. 0 en supposant ;/ impair, 

f sin* xdx j sin" -I x -h -—- sin"~ 3 x - 4 - 3 - j sin"~ 3 x-r-...-t- a - 4 -”( ff - 3 )(”- | l ) j +( « 

» I B-2 (»-*)(»- 4 ) I. 3 ...(b-4)(b-2) ( 

s™"* ** = ^ icos-x+^ cos-x -h !+<?, 


f tàng n xdx 


f cot n xdx =- 


_ tang" -1 jc tang" -3 * tang"’ 


n —3 ”—5 


-&C.ut — an ^ * ± -J / COS 2 x -H é? 


r , J sm x ti—x x.<..[n-z) . i.i.Jn-z) t x t\ 

fsec*xdx=z -— sec 'x-i-sec 3 x-H..-t-^-J—(sec a xU-—Li-D/tang»(^-t-J- h^ 

»-> n 3 *- 4 -(®- 3 ) 2.4.. B-.j a 5 W */ 


_ > , COS* -, B—2 _ , 2.Ç..(b-2) I 2 

fcosec xdx = -1 cosec ’x h -cosec 3 x h-..- 4-U-;—; C osec 2 *H- —— 1 rltaoe 2 --hC 


Nous indiquerons en finissant plusieurs méthodes qui peuvent servir 
comme les précédentes, à la réduction ou à la détermination de l’inté¬ 
grale fs\n ±m x cos*” a* dx , m, 11 étant deux nombres entiers. D’abord 
il èst clair quon réduira l’intégrale /sin -7 ”* cos~ n x dx à dautres 
plus simples, en multipliant une ou plusieurs fois la fonction sous le 
signe/ par sin 1 *-*-cos a *r= 1. De plus, on peut rendre rationnelle l’ex¬ 
pression différentielle s\n ±m x cos ±n x d x , i.° dans le cas où n est un 
nombre impair, en posant sin * = 3; 2. 0 dans le cas où m est un nombre 
impair, en posant cosx = %. Remarquons enfin que l’on obtiendra très- 
facilement les valeurs des intégrales, /sin 7 ”* dx, fcos n xdx, /sinf*cos n xdx, 
dès qu’on aura développé sin”*, cos"* et sin 7 ”* cos w * en fonctions liné¬ 
aires de sin*, sin 2*, sin 3*..„ cos*, cos 2*, cos 3*... à l’aide des formules 
établies dans le chap. VII de l 'Analyse algébrique. 
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TRENTE-DEUXIÈME LEÇON. 

Sur le passage des Intégrales indéfinies aux Intégrales définies . 

Intégrer l'équation 
(0 dy =f(x) dx , 

ou l’expression différentielle f(x)dx, à partir de x — x„ » c’est trouver 
une fonction continue de x, qui ait la double propriété de donner pour 
différentielle f[x)dx, et de s’évanouir pour x=x c . Cette fonction, devant 

être comprise dans la formule générale / ftx)dx = f*f (x) dx -h G , se 

réduira nécessairement à l'intégrale J* x f[x)dx, si la fonction f [x) est 

elle-même continue par rapport à x-, entre les deux limites de cette inté¬ 
grale. Concevons maintenant que, les deux fonctions <p (x) et^(x) étant 
continues entre ces limites, la valeur générale de y, tirée de l’équation 

(1) , soit présentée sous la forme Ç> (x) -f -f ^{x)dx. La fonction cherchée 

sera évidemment égaie à Ç> (x) — <p (x 0 ) X (x) dx. En partant 

de cette remarque, on verra sans peine ce que deviennent les formules 
établies dans les leçons précédentes, lorsqu’on assujettit les deux membres 
de chacune d’elles à s’évanouir pour une valeur donnée de x. Ainsi, par 
exemple, on reconnaîtra facilement que les équations (p) et (12) de la 
2 7.* leçon , savoir, f f [x) dx — f f (<;) di , et f udv -=uv — J v du ou 
fuv'dx = uv—f vu dx entraînent les suivantes 

(2) fif(x)Jx=fil( z )d z , et (Ÿ) J~y uv <tx=uv—vu Jx, 

1u 0 et v Q désignant les valeurs de £, u et v correspondantes à x^z:a* 0 . 
Si dans les formules (2) et (3) on pose xzzzX, on trouvera, en appelant 
Z, U, V les valeurs correspondantes de £, u, v, 

( 4 ) fi f[x)dx=fi[{ Z )d Z , et (5) fi uv âx-UV-u.v.-fi vu dx. 
Les équations (4) et (5) sont celles que l’on doit substituer aux formules 

Leçms de M. Cauchy. f { 
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(?) et (12) de la 2j. e leçon, lorsqu’il s’agit d’appliquer l’intégration par 
substitution ou par parties à l’évaluation ou à la réduction des intégrales 
définies; tandis que les intégrales de cette espèce, déduites de l’inté¬ 
gration immédiate ou par décomposition, sont données par la formule 
(18) de la 2.6s leçon, ou par la formule (2) de la 23.®. Ces principes 
étant admis, les méthodes exposées dans les leçons précédentes pourront 
servir à déterminer un grand nombre d’intégrales définies , parmi les¬ 
quelles je vais citer quelques-unes des plus remarquables. 

Si l’on désigne par m un nombre entier, par a, / 3 , f/,, v des quantités 
positives, par et, A , B , C . . . des quantités quelconques, enfin par e 
un nombre infiniment petit, on tirera des formules établies dans les 
-27- e et 28. e leçons 


~ ax dx = - 
OO dx 


fo ' e ' xdx ='’f„°°‘‘ Xdx =°°’£ 

C 1 (A-\rBx+Cx l ...)dx=A-\-~ f 1 — -4-- 4 - / °° = - 

J o 2 J J 0 x — 1 2 3 m J o i-hjr a 

/ OO dx t 7 7 x dx 7/i\ /* T xdx /~ a dx _t 

-OO -a 1 a ’ J _j_ x z -\-a~ V y J 9 J _j_ x 1 -+- a 1 ’J o y/[a z — x 1 ) 2 9 

•/* « 

/ CO dx _ t /* TT (*— a.) dx / fJL \ /» T (x — ec)d. 

■00 {x—a.y-+p>* & 9 J -_L {*— *)*-»-£* \ » / > J _ 




( A — By /-7 A-\-By/~i \ 

! j — , A l (Üt\ C ' 

jA- — By/ — t ^ A+By/ — 1 | 

>—a—$/_, 1 *—a+Æ/Hrl 

--i/*t 1 - J -J-j. fi JJ J / 

1 V V / J _J_ 

\x-ct— P>y~i X-CL+P>yz ri 


De plus, si l’on représente généralement par —une fraction ration¬ 
nelle dont le dénominateur ne puisse s’évanouir pour aucune valeur 
réelle de x, par x z , &c.. . . les racines imaginaires de l’équation 
F (x) — o, dans lesquelles le coefficient de j/—i est positif, et par 

_ t f(*) 

A,—B, V-\ , — 1 , &c... les valeurs de la fraction - F ^ c °f' 


respondant.es à ces racines, on obtiendra la formule 


Le second membre de cette formule cessera de renfermer le facteur 
arbitraire /fyj ? et l’on aura en conséquence 


X 


+ oo f(*) 


F(x) 
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dx — 27 T ( 5 , -t-ZJj-t-..; 


12 7 


( 7 ) 

toutes les fois que la somme /f, -hA z -h 8 cc.. . s’évanouira. Or, cette 
condition sera remplie, si le degré de F (a-) surpasse au moins de deux 
unités le degré de f (a:). On arrive au même résultat, en partant de la 
remarque qui termine la 2$. e leçon. 

Si le degré de la fonction F(x) surpassait d’une unité seulement celui 

de f (a-) , l’intégrale ^ x deviendrait indéterminée, et sa va¬ 

leur générale, donnée par l’équation (6), renfermerait la constante arbi¬ 
traire — • Mais, en réduisant cette constante arbitraire à l’unité, on 

V 

retrouverait l’équation (7), qui, dans ce cas, fournirait seulement la 
valeur principale de l’intégrale en question. Ajoutons que cette valeur 
principale resterait la même, si, outre les racines imaginaires x, x \, 
&c. , l’équation F (x) = o admettait des racines réelles. La raison en est 

que toutes les intégrales de la forme ~ ~z^ a ont des valeurs prin¬ 
cipales nulles. 

Exemples . Soient m et n deux nombres entiers, m étant </;. Si l’on 

fait-zz: a, on trouvera 

2 8 

/ OO X im dx 2 T . . , .1 TT TT 

-= — sin^T-f-sin 3 ait sin ( 2 n— iIût =— : -—— -— 

-00 I-H* 2 " 28 L J nsiaa-r » s inLül±i 2 l y 

2 n 

On en conclut, en posant z=x zn , 

( 8 ) r^^L=znr°°^=nr°=fZ± = ^_, 

' ' J o 1 -h 1 J o 1-ï-X J —CO i-h* sin a tt 

De même, en réduisant chaque intégrale indéterminée à sa valeur 
principale, on trouvera 

r CO x zm dx 2 T r. . . . , , 7 

/ --= — sin 2<Z7r-i-sin4d7r-fc-.. .H-sin(2/!— 2 )< 2 x = - 

J - ca i—* 2,1 L J * 


«tatigax 


a tang - 


/n r ©O l a ~ l dl _ /'OO x im dx _ r OO x im dx _ 71 

J o 1 — l J o 1—.v*" J— 00 «—■**" tang a 7 r* 

On déduira encore des formules établies dans les 2p. e et 30* leçons 

/ "* 00 x m ~ ' dx m -1 P'OQ x m ~ 1 dx __ (ffl-t),..3.2.l f' CO dx __ I.».^..(w- l )x 1 .2.^..f8-w-i) 

O (i+*) a ~ H-mJ o [i+x) n (n-m)..{n-})[n-i) J o (1-+-*)" "™ i .2.3.... (*-.) * 

/ ' CO dy 2»—3 r OO dy _ 1 . 3 . ;.. . (28—3) /' OO dy 1 . 3 . ;... (28— 3) x 

O (1-h? 2 )" 28 — i J 0 2 - 4 2.4.< 5 ...(2//—2) 2* 
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„°° f o œ z"*^Jz= °° ï ‘-‘Hcoét+smy'-,®^ - . , 

f o °° Z -'-«co cos[(»H-.)arcta.gi] ) ^ <W^= -±j; , 

f °° î "f-* t sin tz^Z— sin[(n-f-l)arctang‘], f C °«-'îsin<j^=_i_, 

J o * (a i +^). (B+,) a J J o a -M 

Enfin, on tirera des formules établies dans la 3 i . e leçon, 1.° en supposant 
// pair, 

f* * ^ sin" xdx = M-T—(” ') * — /* * T cos" Ç ** tang n xdx = -h...q= - ± i qp - , 

Jo 2.4.6...;/ 2 Jo Jo «- 1 ff '3 3 4 . 

2. 0 en supposant // impair, 

/~ ‘ ^ sin" */&= — ^ — T * ^ C os n */&,tang"*/&== —-± - ±-j7(j). 

J o l.}.$..(n-z)n J o J o n -1 «-J 4 2 

Les méthodes d’intégration que nous avons indiquées , fournissent 

souvent les moyens de transformer une intégrale définie donnée en une 

autre plus simple. Ainsi, par exemple, quelle que soit la fonction f(*), 

on tirera des formules établies dans la 27.® leçon 

{^)fJ2d ( ^ dx= fJZ>^ l ~f^ S(X )^’f œ ^ ax)dX=Z "afo " 

C " — f “x'-e-dx, f e °m*. &ç... 

Jo al J o J o x J o x 

Lorsque, dans une intégrale relative à la variable x, la fonction sous 
le signe f renferme une autre quantité dont la valeur est arbitraire, 
on peut considérer cette quantité ^ comme une nouvelle variable, et 
l’intégrale elle-même comme une fonction de ft. Parmi les fonctions de 
cette espèce, on doit remarquer celle que M. Legendre a désignée par la 
lettre T, et qui, pour des valeurs positives de se trouve définie par 
f équation 

(■o r 

Cette fonction, dont Euler et M. Legendre se sont beaucoup occupés , 
satisfait* en vertu de ce qui précède , aux équations 
(12) r{i)=j,r(2)=i,r(3)=i.2,...r(«) = i.2.3...(n-i),y^ 

r 00 r («) cos [«arc tang^) rœ r (n) sin (n arc tan»;) 

i 1 )) Jl V-‘'-‘ % cost>id z =L -7- >f 0 ~ . ’> 

5 J (a*-*-/*)' J l* 1 -+•*)* 

... r <*> r(At) /-oo,"- 2 < r(m)r(«-»>) 

( 1 4 ) / R=—' 

dans lesquelles n désigne un nombre entier, m un autre nombre entier 
inférieur à m, et p* un nombre quelconque. 
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TRENTE-TROISIÈME LEÇON. 

Différenciation et intégration sous le signe f Intégration des formules 
différentielles qui renferment plusieurs variables indépendantes . 

Soient x, y deux variables indépendantes, f(x,y) une fonction de ces 
deux variables, et x 0 ,X deux valeurs particulières de x\ On trouvera, en 
posant Ay=<t</y, et employant les notations adoptées dans la i 3. c leçon, 

f, X f d * X f{*>y -I- *y) dx —£ X f{x,y) dx —g x A, f{x,y)dx, 

puis, en divisant par ctdy, et faisant converger et vers la limite zéro r 

~d?fx 0 dx ' On aura de même 

w -if.: 4 *'- 

II suit de ces formules que, pour différencier par rapport à y les intégrales 
J~ x * f{ x »y) d*>J~ Xo A*,y)dx, il suffit de différencier sous le signe f la fonc¬ 
tion f (x, y). Il en résulte encore que les équations 

(3 ) > *. = * 00 ,f */(*■?) J* - H*, y), f.f(*,y ) dx=S(x, y ) e, 

entraînent toujours les suivantes 

(4) r XJ Jp^dx=^,r xd IpAjx= d JM,rVM dx= iÉhyi+ e 

W JxO dy dy J Xa dy dy J dy d y 6 ’ 

Jx o dy n dy J Xo dy dy n J dy ■ jy ~*~ C ' 

Exemples. En différenciant n fois de suite par rapport à la quantité a cha¬ 
cune des intégrales 

/ dx rco dx r r <x> , r co 

Æ’/o 7TaiJ‘ dx ’ J o ‘ d *> J. on trouvera 

f'UX : ynd !L _ ± ^ b arclan fo) _^ e f co dx _ ± , d-fg ; 

J (**■+*)•+« dû" ’J o ( X »-+-a).+l 2 t/tf" - 

fx-'~' d x=± d :±ï''*"^r r~. 

dt M. Cauchy, 
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_ ( f*~+~ i )'..■« ( -4- n —i) 


I%“) / r = n Ou-1 I ) T [y, 


Concevons maintenant que la fonction f (à*, y) soit continue par rapport 
aux deux variables x et y, toutes les fois que x reste compris entre les 
limites x 0 , X, et y entre les limites y ot Y. Il est aisé de voir que, pour 
de semblables valeurs de x et de y, la seconde des équations (3) entraî¬ 
nera la suivante 

d y=fYf> x J^^ dxdy - 

En effet, on tirera de la formule (2) ~gyj~ x X ^ f{x,y)dydx=zj' ’f[x>y)dx, 

puis, en multipliant les deux membres par dy, et les intégrant par rapport 
à y, à partir de y=m o , on retrouvera la formule (6). On aura par suite 

(7) f*f,’.?*■*& *=/,.%. Xf{ *’ y> dxdy £. X. i dx ={] r f J/***#> 

Il résulte des formules (6) et (7) que, pour intégrer par rapport h y, et 
à partir dey—y ot les expressions f/f [x, y) dx, f(x, y) d x, multi¬ 

pliées par la différentielle dy, il suffit d'intégrer sous le signe f, et à partir 
de y= y ot la fonction f[x,y) multipliée par cette même différentielle» 
Souvent l’intégration sous le signe /, fait connaître les valeurs de 
certaines intégrales définies, quoique l’on 11’ait aucun moyen d’évaluer 
les intégrales indéfinies correspondantes. Ainsi, quoique l’on ne sache 

pas déterminer en fonction de à: l’intégrale indéfinie J' J—^LJLüL 

[/**, v étant deux quantités positives], néanmoins, comme on a généra¬ 
lement, pour des valeurs positives de 

(8) f ' x^~ x dx ~ ~y 

on en conclut > en multipliant les deux membres par dpi , puis inté¬ 
grant par rapport à pi, à partir de fx — v, 

« f:^r. 

Parmi les formules de ce genre, on doit remarquer encore celles que 
nous allons établir. 
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Si ion désigné par a, b, c des quantités positives , une intégration 
sous le signe f, relative à ia quantité a, effectuée à partir de a — c, 
et appliquée aux intégrales définies 

( 10 ) Ç °°e~**dxzz-y 

v 'JO a 1 J o a'+i 1 Jo > 

produira les formules 


(>o 


r- 


- sin bx dx = arc tang - — arc tang , 


3 . , d* 
sin bx — = - 


desquelles on tirera, en posant c—o et azzioo , 

. . r 00 dx r^.dx r 

( I2 ) /„ T^ 00 ’ J O c0 si x — =oc,J o 

De plus, comme on a, pour des valeurs positives de b [voyez la 3 2. c leçon], 
fo et par suite 

on en conclura, en supposant a et positifs, ainsi que Æ — a, 

(j7 ) r~j^* __TM_ r °° r ^-« c -t 7 , — TV) ?(*-*) . 

U3) Jp (i-Hrp . T[b)Jo Z \ — 


r (b) 


îm+r 
2 « 1 


puis en faisant b=i , prenant pour a un nombre de ia forme — 

et ayant égard à l’équation T (1) —1, on trouvera [voyez formule (8), 
32.® leçon] 

(.4) r W r(,-. )=1 JL_, t ra)]* = ,,ni) = »-=y:“î-^-‘ 

Soient maintenant <P {*>y)> xi*'?) deux fonctions propres à vérifier 
l’équation 

j <p (*,.y) _ JxdïiA.. 


dy 


dx 


Si l’on substitue successivement les deux membres de cette équation à fa 
place de f{x,y) dans la formule (6), on obtiendra la suivante 

( 16 ) f t ‘ <p{x,y 0 )]dx-f^ [%( a ■■y)-x{^<f]]dy- 

Celle-ci subsiste toutes les fois que les fonctions <p(x,y), %(x,y) restent 
l’une et l’autre finies et continues par rapport aux variables x et/, entre 
les limites des intégrations.. 
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Concevons à-présent que ion cherche une fonction de u propre à 
vérifier l’équation 

(17) du- <P{x,y)dx + x\x,y)dy, 
ou, ce qui revient au même, les deux suivantes 

(18) ~ = ç { x , y ), (19) = 

On ne pourra évidemment y parvenir que dans le cas où la formule (1 5), 
dont chaque membre sera équivalent à ’ se trouvera satisfaite. 

J’ajoute qu’en supposant cette condition remplie, on résoudra facilement 
la question proposée. En effet, soient * 0 , y 0 des valeurs particulières de 
x, y, et G une constante arbitraire. Pour vérifier l’équation (18), il suffira 
de prendre 

(20) nz=zj~** <J> (x,y) dx -H* v, 

v désignant une fonction arbitraire de la variable y; et, comme on tire de 
la formule (20) 

% . 

il est clair qu’on vérifiera en outre l’équation (ip), si l'on pose 

( 21 ) % v =fx 0 Y ° • y) b =£" x[ x ->y) d y e - 

Par conséquent la valeur générale de u sera 

(22) u—f Xo * f k (w ) d > —f Xo * < f , ( x ^ dx ' + -£fx( x °>y)‘fy’* me - 

Lorsque dans les équations précédentes on échange entre elles les varia¬ 
bles x, y, on obtient une seconde valeur de u qui s’accorde évidemment 
avec la première, en vertu de la formule (16). 

On intégrerait avec la même facilité la différentielle d’une fonction de 
trois, quatre... variables indépendantes, et l’on prouverait, par exemple, 
que, si les conditions 

f v d x(*.S’l) _ d\[x,y,i) __ d<p[x,y,i) _ 

V 2 3) di dy ’ dx di ’ dx dy 

se trouvent remplies, la valeur générale de u propre à vérifier l’équation 

(24) du—'p{x,y,z)dx+x{ x ’y>i) i, y+-\'( x 'y'Z) il z sera 

( 2 5 ) ( x, f> z ) dx x (*•»/• 2) d y "H*• v* * z) d z -+■ e ■ 

x 9 , y Q > Z° désignant des valeurs particulières des variables x, y, £. 
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TRENTE-QUATRIÈME EEÇON. 

-Comparaison des deux especes d’intégrales simples qui résultent dans 
certains cas d’une Intégration double . 

Concevons que liquation (i 5) de.la le-çon précédente soit vérifiée. Si 
J’on intègre deux fois cette équation, savoir, une fois par rapport à .v entre les 
limites x Q ,X, et une fois par rapport à Rentre les limites y 0} Y, on trouvera 

(1) f À [<P ( x > Y) —<? {x.yj j dx r=jT 1 

Cette dernière formule établit une relation digne de remarque entre les inté¬ 
grales quelle renferme. Mais elle cesse d’être exacte, lorsque les fonctions 
<p {x,y), x( x, yï deviennent infinies pour un ou plusieurs systèmes de va¬ 
leurs de v et de y compris entre les limites v 0 , x = X ; y=y ot y = Y. 
Imaginons d’abord que ces systèmes se réduisent à un seul, savoir, x—a, 
>='*• Dans ce cas particulier, les expressions déduites par une intégration 
double des deux membres de la formule (1 5) [33/ leçon] pourront dif¬ 
férer Tune de l’autre. Mais elles redeviendront toujours égales, .si dans 
le calcul-on a eu soin de remplacer chaque intégrale relative à x par sa 
valeur principale. Cette observation suffit pour montrer de quelle ma¬ 
nière l’équation (1) devra être modifiée. En effet , si l’on désigne par e tin 
nombre infiniment petit, 011 trouvera, dans l’hypothèse admise, 

fl''. [ v (*<r) - ? (x , 7 .)1 dx [9 (*,. v) - tix.si)jx 

puis l’on en conclura, en faisant converger e vers la limite zéro, 

(3) ' [v {*■ Y )-v ( x >r°)] dx —Y,, % xi ^7) -% K-?)} <h - a , 

la valeur de A étant déterminée par la formule 

(4) A = üm * [% (<J 7.) -%f«—« 7) ] tj. 

Leçons de AI. Cauchy. g 
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Dans le cas général, A sera la somme de plusieurs termes semblables 
au second membre de l'équation (4). 

Exemple. Si l’on pose ç(x,y) x( x >?) x ° = ~ 1 ’ 

Xzzz i , ^o— — i, Yz=i i, les équations (3) et ( 4 ) donneront 

f" -î±î_—f'±£i. —A, A = lim f ' 

J - i I+x J J -I 1+/ .7 —1 t -4-7 

Il est facile de voir que les fonctions <p(x,y) } y(x f y) vérifieront l’équation 

(1 3) de la 33 / leçon, si l’on a <p [x ,y) dx -*-y[x ,y)dy == f(iî)du, et par suite 

(5) ?(*>;') =/(“) 77 ’ x(w)=/(»)t7’ 

« désignant une fonction quelconque des variables x, y. 

Il est encore facile de s’assurer que les formules (1) et (3) subsistent 
sous les conditions énoncées, dans le cas même où Tes fonctions <p(x,y), 
y (x,ÿ) deviennent imaginaires. Concevons, par exemple, que, la fonction 
f(x) étant algébrique, on pose iï=x On tirera des équations (5) 

<p{x,y) = f(x-+-yY ~), xi*'?) = Ÿ~ l > et Ia f° rml, l e ( 3 ) 

-v->£ 

Dans cette dernière, A s’évanouira, si la fonction /(x-f -yV-\) reste finie 
et continue pour toutes les valeurs de x et de y comprises entre les limites 
.v==x 0 , x=X, y=y 0 , y—Y. Mais, si, entre ces mêmes limites, la fonction 
y^-+-fj/r7) devient infinie pour le système de valeurs x—a,y—b, alors 
la valeur de A sera donnée par l’équation (4); et, si l’an fait, pour abréger, 

(7) {x—a—hV-C)f{x\±$\x), y = b+ez, l° = — 
on trouvera 

(8) A = /“ lim J'y Y [/(Æ-f-e-*-7 —f{a — *-+-7/- 

Soient maintenant 

& \_a t - 4 - [j - 4 - t ^), y/37] t?[a — t -4- (^ ~t~ i Y—t] ' 


b—y a 


z= 


~\)\ d y 



§[a — i-h [b -+- *lW— 1 ] 

1 . i + iY-i 

-1 r+zY~v 


y-b 




(p) 

(10) 


rlY-r -I +1 /-T 

'g (t) — <sr (o) __ ^ 4 * (*) — 4- (°) 


t*) 4 (*}> 


/S, 


▲ 
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zsr ( 6 ) > 4 '( g )> et P ar sl ^ te fit étant des quantités réelles. Supposons 
d’ailleurs que Y surpasse y 0 , et que les fonctions &(x+yY ~ 7 ), $' (x+yV^~\) 
restent finies et continues par rapport aux variables a* et y entre les limites 
a*„, X; y ot Y. Comme on aura, en vertu de la formule (p), 

'sr (e) -+- yd7 («) — -y/—i ] — $'[a — t -+- [b h- i z) -j/^7] 

= (a -Ht — $' (a — e , 

il est clair que les valeurs numériques des quantités 'sr / (g), .^/(e) resteront 
toujours très-petites aussi bien que celles des deux quantités ou, fi dont 
chacune peut être présentée sous la forme 'sr'(ôg) ou 0 désignant 

un nombre inférieur à l’unité. Cela posé, on trouvera 

lim J ^ &■/—,) di= l' im J y (« -+- /3 yZTT) dy — O, 

l!m fl. 2 [® (*)-►- («■)] d l —-f Z [ * (O) H- /~) 4- (;0)] h ', ' 

puis, en faisant f = b Y- 7) = lim.e f(a + b Y~i -ne), 

Si l’on avait y 0 =b ou Y=b, l’intégrale relative à z dans la formule (i i) 
ne devrait plus être prise qu’entre les limites z=o , z=oo , ou bien entre 
les limites z = — 00 * Z = °» et P ar suite i a valeur de A se réduirait à 
TTf/rf. Dans la même hypothèse, le premier membre de l’équation (6) 
serait la valeur principale d’une intégrale indéterminée. Il est encore es¬ 
sentiel d’observer que a-^bY-i représente une racine de l’équation 

(12) f{x) z= zfc 00. 

Si cette équation admettait plusieurs racines dans lesquelles les parties 
réelles fussent comprises entre les limites x Q ‘ t X, et les coefficiens de -j/Zf 
entre les limites yf, Y; alors, en désignant par x ,, x z ...x m ces mêmes 
racines, et par f,, f z ... f m les véritables valeurs que reçoivent les produits 
(* — *')ft*h (* — *>)/{*) • • • {x — x m )f{x) f 
tandis que leurs premiers facteurs s’évanouissent , on trouverait 

(13) A ~ 2 7T [ f, H- f a H- .. -f-f w ] |/^ 7 . 

Ajoutons que chacun des termes f, , f z ,... f m doit être réduit à moitié, 
toutes les fois que dans la racine correspondante le coefficient de yffl 
coïncide avec l’une des limites y 9 , Y. 
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Lorsque la fonction /(*-t-7l/-i ) s’évanouit, i.° pour at=z±oo, 
quel que soit y; 2. 0 pour y — 00 , quel que soit x, alors, en prenant 
: — — OO , Xz=z-hoo , y 0 =zo , Y—zoo , on lire de la formule (6) 

(-4) 

f (x) 

Lorsque la fonction f{x) se présente sous la forme «t que ceux 

des termes f,, f, >- . • f« qui ne s’évanouissent pas correspondent tous à 
des racines de l’équation 

(15) F {*) — ° • 

l’expression A peut évidemment s’écrire comme il suit : 

(1 6) A= 27 T ■nÿf] Ÿ-' ' et rà l uation ( 1 4 ) devient 

(, 7 ) r~ 

' J — 00 F(x) LF ( x -«3 F ( x x ) F (*„,.) J 

Dans le second membre de celle-ci, on doit seulement admettre les ra¬ 
cines réelles de réquation {i 5) avec les racines imaginaires dans lesquelles 
le coefficient de ]/-i est positif, en ayant soin de réduire à moitié tous 
les termes qui correspondent à des racines réelles. Cela posé, on trou¬ 
vera /pour F(a')=; i * « = t/“* * 

(‘ 8 ) = 

et pour F (x) = i —x 1 , x, =— 1 » x a zzr-p-i, 

(.») /_lTSr^ = i! f <- 0 -f<.))v^T. 

Cette dernière formule donne simplement ia valeur principale de l’inté¬ 
grale qu’elle renferme. 

Exemples. Soit /c un nombre compris entre o et 2. Si l’on pose 
f /tt ”‘, l’expression imaginaire *//F" conservera 

une valeur unique et déterminée, tant que y restera positive [voyei 
Y Analyse algébrique, chap. VII]; et l’on tirera des formules (18) et (19) 

s$=-y:”s?=râ- 


z' _ Tcos(îjWr) T 

’ J o 1— x* — liinicJUTr) — 2 tan g(i^) ’ 


Si, dans la dernière des équations (20) et la dernière des équations (21) , 
l’on remplace x 1 par £ et p* par 2 a, on reproduira les formules (8) et (9) 
de la 32/ leçon, qui se trouveront ainsi démontrées, avec la première 
des équations (14) de la 33.% pour torutes les valeurs de a comprises entre 
les limites o et 1. 
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TRENTE-CINQUIÈME LEÇON. 

Différentielle d’une Intégrale définie far rapport à une variable comprise 
dans la fonction sous le signe f, et dans les limites de l’intégration. 
Intégrales des divers ordres pour les fonctions dune seule variable. 




Soit 

(,) A—f^f(x,i)d Z 

une intégrale définie relative à £. Si, dans cette intégrale, on fait varier 
séparément, et indépendamment l'une de l’autre, les trois quantités Z, 
2 0 , x , on trouvera, en vertu des formules (5) [i6. e leçon], et de la for¬ 
mule (2) [33/ leçon ], 

( 2 ) dz ~ f( Xy Z) > d^~ ~y~.j c°i > dx Jip dx 
Par suite, si les deux quantités £ 0 , Z, deviennent fonctions de la va- 
riable x, 011 aura, en considérant^ comme une fonction de cette seule 
variable, 

<» 

Dans le cas particulier où £ 0 se réduit à une constante, et f[x } Z) à 
zéro, on a simplement 

( 4 ) J 7fi y {XlZ )d z =f^^d Z : 

Exemple. Soient i 0 z=.x 0 [* 0 désignant une valeur particulière et cons¬ 
tante de x], Z = x, et f(x,i) = [x — i on obtiendra la 

formule 

( 5 ) -z) M f (z) Jz= m fJ Az)Jz> 

de laquelle on conclura 

(6) (x- Z ) m -f{ Z )J Z dx— ï/’{*- Z ) m f{ Z )d Z , 

Leçons de AI. Cauchy. fl 
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( 7 ) ff x \x-z) m -'f(i)J z d x =;f*{ x - z yf {z )d z +e, 

£ étant une constante arbitraire. Si m se réduit à f unité, ia formule (6) 
donnera 

( 8 ) d z Jx = f x ‘ (■'— *z- 

Il est maintenant facile de résoudre ia question suivante. 

Problème. Trouver la valeur générale de y propre à vérifier l'équation 

Solution. Comme on peut mettre l'équation (p) sous ia forme 

^ ( 4 p^ )==/(*) ^' 

on en conclura, en intégrant les deux membres par rapport à v, 

= // W ^ =-/VW,'* ■+ ^ ; 

ou, ce qui revient au même, 

( I0 ) "</*■«' =A 

En intégrant de nouveau, et plusieurs fois de suite, par rapport à ia 
variable x, entre les limites x 0 , x, ayant égard aux formules (6) et (8), 
puis, ajoutant au résultat de chaque intégration une nouvelle constante 
arbitraire, on trouvera successivement 


J Ko 1.2.3 ..(#-2)*' ^ T.i„.(n-z) i.a...(*-4) 


et enfin 

l,r) v — r’S’-l)'-' 


J *o i-2. 3 ..(«-i) v * l.2..(fl-l) I.2..(«-2) i.2..(n-3) 

c,e„e > ...C'_„e n étant les diverses constantes arbitraires. Il importe 
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d'observer que l’intégrale définie comprise dans le second membre de 
i équation (ta), peut être aisément transformée à l’aide de fa formule (17) 
[zz.‘ leçon]. En effet, si dans cette formule on remplace a par z , et 
X par ..y, on en tirera 

(u) f:/(z)^f 0 x ~ x V(^z)^f 0 x ~ x V( X -z)d z , 

et par suite 

Si l’on prenait, pour plus de simplicité, x»~o, la valeur de y, 
donnée par l’équation (12), se réduirait à 

( 1 5 ) / —fo d Z-*- C è TXl.-j) + -' + * eX + e . » 

et la formule (14) deviendrait 

( lé ) fo X ^^/^ d Z=f/77^/^ d z. 

Lorsqu’on se sert d’intégrales indéfinies , et que l’on se contente 
d’indiquer les intégrations successives, les valeurs des fonctions 

d n -'jy d n -*y d n -'y 0r _ 

dx'-' ’ ~dlr ZI ~> dx n -> ’ &C . jy> 

tirées de l’équation (p), se présentent sous la forme 

fm*. x)dx.dx.dx, &c.... fj :/:••/■ ■ - - - ~ 

Ces dernières expressions sont ce que nous appellerons des intégrales du 
premier, du second, du troisième ... ordre, et enfin de Vordre n, rela- 
ent a la vat table x, Pout abrc^et , nous les désignerons dorénavant 
par les notations 

( 17 ) ffj'fwdx','.. . 

auxquelles nous substituerons les suivantes 

{. 8 ) . f;j* ... /w ^., 

quand nous supposerons chaque intégration relative à a effectuée entre 
les limites x„, x. Cela posé, on aura évidemment 
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nirî \‘~f .|. 

ou, ce qui revient au même, 

( 2 ?^fxlfxl TZ^ô t x "~Jx’ x’"'/(«) l ï*|. 

On peut vérifier directement ia formule (20), à laide de plusieurs inté¬ 
grations par parties. 

Soit maintenant F(x) une valeur particulière y propre à vérifier l’é¬ 
quation (9), en sorte qu’on ait 

M F^(x)-/(x). 

Si la fonction F(x), et ses dérivées successives, jusqu’à celle de l’ordre 
ti , restent continues entre les limites x 0 , a*, alors, en posant y — y, 
dans les formules (10), (n) et (12), on trouvera 

(22) <? = /'>-*) (x.), e, = fM(x 0 ), Cz = F(- 3)(x 0 ), ... e„_ x z=F'{x 0 ), C n =F(x 9 ), 

et la formule (12) donnera 


<* 3 ) 


De cette dernière, combinée avec l’équation (19), on déduit la 


W) FJ’ ■ - f{x)Jx '= l ^f F-V.)... - 

qui renferme, comme cas particulier , ia formule (17) de la 26 . 6 leçon. 
Lorsqu’on suppose ^ Q z=zo, l’équation (24) se réduit à 

(25) f‘f‘ .../WA’=F(*)-F(o) - 7 F' (0)- il F '(o)_..._ F->(o). 

Exemple . Soit / r (*) = on aura y (*) zzr F (n) (x) zzz e x , et par con¬ 
séquent 

(26) C r...e’Jx'=e‘-i- x -^... _îZL _ = r’Sl= 3 tL el j, 

V ’jojo * I l.a*’. 1.2.3. .(/*-!> Jo ^2.3 ../j-j) ^ 
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TRENTE-SIXIEME LEÇON. 

Transformation de Fonctions quelconques de x ou de a- 4 -h en Fonctions 
entières de x ou de h auxquelles s’ajoutent des Intégrales défitiies'. 
Expressions équivalentes à ces mêmes Intégrales. 


Si clans l’équation (23) de la leçon précédente, on remplace f(z) 
par sa valeur F (n) \z )> tirée de la formule (21), on trouvera, sous les 
mêmes conditions , 

(,) («.H- M..+ T) FH Wo 

puis, en posant v 0 ~o, 

(2) F(*)=F(o) + - t F'(o)-t- 

Si l’on fait dans celle-ci F(x) —f{x -+-/') , et qu'ensuite on échange 
entre elles les deux lettres x et h, on obtiendra I équation 

( 3 ) /(,+/,)=/(»)+ ;/■ M-+- rS" S'"-" W -/o 4 '£$7) /W ^ 

dans laquelle le dernier terme du second membre peut être présenté 
sous plusieurs formes différentes, puisquon a [en vertu des formules 
(1 4) et (ip) de la 35.® leçon] 
f k -h-fj k 

( 4 ){ 




^ =f 0 h f 0 h .../!■> + 

L’équation (3) suppose que les fonctions/^(•».'- 




-z)> 


restent continues entre les limites z = °> Z — ^ lm pourrait la déduire 

immédiatement de la formule (i), en prenant x=zx 0 -l-h, puis, rem¬ 
plaçant a* o par .v, et F par f Seulement le dernier terme du second 
membre serait alors la troisième des intégrales comprises dans la for¬ 
mule ( 4 ). 

Au reste, on peut démontrer directement l’équation^), à laide de 

Leçons de M. Cauchy. Mm 
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plusieurs intégrations par parties, en opérant à peu près comme l’a fait 
M. de Prony, dans un mémoire publié en 1805. En effet, si, dans la for¬ 
mule (13) de la leçon précédente, on remplace d’abord je par .v„ 
et ensuite x 6 par on en tirera 

(5) f o f( x + h — i)di. 

On aura donc, en conséquence, 

( 6 ) /(*+*)-/(*) =f o , 'f'{ x +ï ) d z =f h f'( x +h- z ) d z . 

Dailleurs, en intégrant par parties plusieurs fois de suite, on trouve 

(7) jT/'(**/+ 

= 7 f'(x+h—z) /"(x-i-A — z) -+- J '/"'(X + /I-J) dz 

— &c ..... 

=\f( x+h - z) + L r{x+h _ z) "+ 

puis, en supposant que chaque intégration soit effectuée entre les limites 
Z=o, z=h A et que les fonctions f(x -+-1) •. *f (n) (* -4- £)» 

restent continues entre ces mêmes limites, 


( 8 )/o V * _j£■L_. f n (x+ ^ dl 


Cela posé, on déduira évidemment de la formule ( 6 ), une équation qui 
s accordera, en vertu de la formule (4), avec i équation (3). La même 
méthode pourrait encore servir à établir directement l’équation (2). 

Non-seulement les intégrales renfermées dans les seconds membres 
des formules (2) et (3) peuvent être remplacées par plusieurs autres sem¬ 
blables à celles que comprend la formule (4). Mais on doit encore con¬ 
clure de [équation (13) [23^ leçon] qu’elles sont équivalentes à deux 
produits de la forme 


( 9 ) 

(10) 
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0 désignant un nombre inconnu qui peut varier d’un produit à l’autre» 
en restant toujours inférieur à l’unité. On aura par suite 

(l i) F[x) = F(o)-t- * F' (o) -h ~F” (o) -*-• ■ j F{n - ,] ,(o)-^ FM (Gx ). 

(l 2 ) f{x+tt) =/(*) + y /'(*) 4 - ~f" (*) / ( "“° F'H* ^ 6h )• 

Il est essentiel d’observer que la fonction F(x), avec ses dérivées succes¬ 
sives , doit rester continue, dans la formule (11), entre les limites o, x; 
et la fonction f[x -f- %), avec ses dérivées successives, dans la formule 

(12) , entre les limites %=o, z = /i. 

Soit maintenant u=f(x, y, £..,) une fonction de plusieurs variables 
indépendantes x ,y, £ ... , et faisons 

( 1 3 ) F {<*,)= f(x-b-ctdx, y~\-didy t £-hct</£, ...). 

On tirera de la formule (11), en y remplaçant x par ce, puis ayant égard 
aux principes établis dans la 14- c leçon, 

( . OL CL 1 CL CL n 

14) f(x^culx,y^-cLdj/,7-+-cLd7y-.)~u-i--du-k - d*u...-\ -;- -d n ~'u-i - FM(Qa\ 

1 1.2 1.2.3..» v y 

Si la quantité ce devient infiniment petite, il en sera de même de la dif¬ 
férence 

F (tt/> ( 0 œ) — F (n) (o) ou F w (ü<L) — d n u, 
et, en désignant par /3 cette différence, on trouvera 


(ij) f(x-\-ctdx,y-{-udy,z-+-adz..) = w-H - du~\- —— d*u... 


-d n ~ l u^- 




i.2..(#-iÿ 1.2.3..»' 

Quand les variables indépendantes se réduisent à une seule variable .v, 
alors, en posant y —/(x), on obtient la formule 

(16) /(*-♦-«</*) ==y-t- *dy-*- ^i-y -t-.. .-H ,. 2 “. V’>-*■ £). 

Concevons à présent que, pour une valeur particulière. * 0 attribuée 
à la variable x, la fonction /(x) et ses dérivées successives jusqu’à celle 
de l’ordre ti — 1 s’évanouissent. Dans ce cas, on tirera de la formule (12) 

(> 7 ) f{x»-^h) — - ; 2 . 3 / w -+^*): 

puis, en substituant à la quantité finie h une quantité infiniment petite 
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désignée par t, 

(« 8 ) 

Lorsque, parmi les fonctions f(x),f'(x) ... f (n ~ l) [x), la première est ia 
seule qui ne s’évanouisse pas pour *=: *0 , i’équation (18) doit être évi¬ 
demment remplacée par la suivante : 

(ip) /(*o-M) -f(x 0 ) = ~7 f"(x 0 H-ôi). 

Si, dans la même hypothèse, on écrit * au lieu de x Q , et si i'oii pose 
f{x)—.y t Ax=zi z^z du h, i’équation (ip) prendra la forme 

(ao) 

(ô désignant aussi bien que et une quantité infiniment petite. On pour¬ 
rait encore déduire la formule (20) de i’équation (16), en observant que 
Ja valeur attribuée à * fait évanouir ies différentielles dy, d l y ... d n ~ l y, 
en même temps que ies fonctions dérivées/' (x ), /"(*). . ,f ( "~°(x). 

L’équation (20) fournit ies moyens de résoudre ie 4 - e problème de la 
6 S leçon, dans plusieurs cas où la méthode que nous avions proposée 
est insuffisante. En effet, supposons que, y et £ désignant deux fonctions 
de la variable x, ia valeur particulière x- 0 attribuée à cette variable, ré¬ 
duise à ia forme non-seulement infraction J==-y> mais encore 
ies suivantes -V> --r* Alors, en faisant Ax~ctdx, et dé- 

* y y" y( m ~ 1 / 

signant par fi, y, deux quantités infiniment petites, on aura, pour 


A A -^-4^2-1-V)- 

f = «*■ % = ,im = 


. SIIl 

Exemple . On aura, pour x = o, — 


(sin l x ) 2(cos 8 x — sin a x) 


cosx d -“(i — co*x) 
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TRENTE-SEPTIÈME LEÇON. 

Théorèmes de Taylor et de Maclaurin. 'Extension de ces Théorèmes 
aux Fonctions de plusieurs variables . 


O N appelle série une suite indéfinie de termes 
(i) u 0 , u, , u x . . . . u n , &c.. . . 

qui dérivent les uns des autres suivant une loi connue. Soit 


la somme des ti premiers termes, n désignant un nombre entier quel¬ 
conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme s n s’ap¬ 
proche indéfiniment d’une certaine limite s, la série sera dite convergente, 
et la limite s représentée par fa notation 

ffo + a,+^ + « 3 + &c. 

s’appellera la somme de la série. Si au contraire, tandis que n croît indéfi¬ 
niment, la somme s n ne s’approche d’aucune limite fixe, la série sera 
divergente, et n’aura plus de somme. Dans l’un et l’autre cas, le terme 
correspondant à l’indice n, savoir, u n , se nomme le terme général. De 
plus, si dans la première hypothèse on fait s=s„-+-r fl , r n sera ce qu’on 
nomme le reste de la série, à partir du ti. me terme. 

Ces définitions étant admises , il résulte évidemment des formules 

(2) et (3) de la 36* leçon que les séries 

(a) F{ o), ■£/», 7 X 1 ^»- &c “ • » 

(3) /(*)• -f/'(*);• £/*(*)• &c -' • • 

seront convergentes, et auront pour sommes respectives les deux fonc¬ 
tions F[x), f(x-+-h) t toutes les fois que les deux intégrales 
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( 5 ) 

convergeront, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zéro. On 
trouvera, en conséquence, 

(6) F(x) = F(o)+-f F'(o) + ^ F*{<>)-*- £*f^(o)H- &c., 
si l’expression (4) s’évanouit par des valeurs infinies de n, et 

(7) A *+*) =/(*)-+--7- /»■+■ rr/"W- 1- 775/"(*) &c - > 

si l’expression (5) satisfait à la même condition. Les formules (6) et (7) 
renferment les théorèmes de Aîaclaurin et de Taylor. Elles servent 
quand les intégrales (4) et (5) remplissent les conditions prescrites, à 
développer les deux fonctions F[x) et f[x-\-h ) en séries ordonnées suivant 
les puissances ascendantes et entières des quantités x et h. Les restes de 
ces séries sont précisément les deux intégrales dont nous venons de parler. 

Supposons maintenant que l’on désigne par uz=i f (x* y, £ • • •) une 
fonction de plusieurs variables indépendantes, et qu’aux équations (2) 
et (3) de la leçon précédente on substitue l’équation ( 14)• O* 1 conclura de 
cette dernière 

( 8 ) f{x-\-<Ldx,y-\-o.dy i -^-\-a.d-7 t , ...) = u - du -+■ d'u - — d'u -+* Scc.. . 

toutes les fois que le terme 7-77—- F (n) {§d) t ou plutôt l’intégrale* que 
ce terme représente, et que l’on peut écrire sous la forme 
(j>) pwfa dy 

' 7/ J o 1 . 2 . 3—( n —0 v 

s’évanouira pour des valeurs infinies de n. O11 trouvera par suite , en 
posant cl =: 1 , 

(i°) f{x-'rix;y±ij.z+dz ,..• •}=«-*-7^ &c ** * * 
pourvu que l’intégrale 


f 1 l t ~ v l ~ p (n) ( 
J O 4 .2.3.^(n—î y ' 


vérifie la condition énoncée. Quand les variables indépendantes x,y, £..L 
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se réduisent à la seule variable x, k i équation (io) devient 
, y du d 2 u ' d*u . « . 

(u) /(#•+-</*).==»-+•-—^'7T.' + 'n?r h& ' •: 

Celle-ci coïncide avec'i’ëquation (7), c’est-à-dire, àVdc k formule de 
Taylor. En y remplaçant .v par zéro, et dû- par -x, on letrouverait le 
théorème de Maclauriii. Ajoutons que Equation. ( Là), et celle qu’on 
en déduit lorsqu’on y remplace x,y , £. .. par zéro, puis dx, dy, dç. .. 
par x, y, i ... fournissent le moyen d’étendre les théorèmes de Taylor 
et de Maclaurïn aux fonctions de plusieurs variables. Remarquons enfin 
que les équations (6) / (8) , (i o), fr 2)' coïriciJent avec ies équation* (fl, 
(6), (7), (8) de la ip. c leçon, dans le cas ioïï F[x) et/(fl représentent 
des fonctions entières du degré V. . - 1 

Comme, en vertu de la formule (19) [22/ leçon], i’integrale ( 4 ) ést 
équivalente à un produit de la forme 

(.3) 

6 désignant un nombre inférieur à l’unité; il est clair que des valeurs 
infinies de « feront évanouir cette intégrale, si elles réduisent à zéro la 
fonction 

M Tæ&ry 

pour toutes les valeurs.de g renfermées entre les limites ç> et r ^ Cette 
dernière condition sera évidemment remplie, si la yafeur. numérique de 
l’expression supposée réelle, qu le module de la même expres¬ 

sion supposée imaginaire, ne croît pas indéfiniment, pendant que a aug¬ 
mente. En effet, puisque la quantité m\n —-7-4 c roît 

avec le nombre m entre les limites m.= 1 , m—\, et que l’on a par suite 

i.{«-i)< 2 .(/i- 2 )< 3 .(«- 3 )<--- i.2.3..,(/;-i)>(«~i)~ ^ 

on peut affirmer que la valeur numérique ou le module de l’expression 
(i 4 ) restera toujours inférieur à la valeur numérique ou au module du 
produit 
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(i5) 

Or, ce produit deviendra nul, dans l’hypothèse admise, pour «moor 
Exemples. Si ion prend pour valeurs successives de la fonction F(x) 
P*., sinx, » cos x, 

on trouvera pour les valeurs correspondantes de -.Ff^Jdx) 

«n'jÿ+O*), cos^-i-dx). 

Comme ces dernières quantités restent finies, quel que soit x, tandis 
que « augmente, on doit en conclure que le théorème de Aîaclaurin est 
toujours applicable aux tr^is fonctions proposées. On aura, en consé¬ 
quence, pour des valeurs quelconques de x, et pour des valeurs positives 
de A , 

I 1.2 I.2.3 I 1.2 I.2.3 

( I 7) ——sin ^-h&c. = 1 —- —< 3 cc. 

(l 8 ) cosx = ços(o)-i--cps^-J-h— ços^— -L- cos^^^-i-&c. — 1—-—1-—- — &c. 

Lorsque la fonction F (n) (Qx) devient infinie pour des valeurs infinies 
de //, l’expression (14) peut encore converger vers la limite zéro. C’est ce 
qui arrivera, par exemple, si l’on prend F(r) = /(i+r), et si en même 
temps on attribue à .y une valeur numérique plus petite que l’unité. En 
effet, on trouvera dans ce cas, en supposant 1= ôx, 0 < 1, x"~ < 1 , 

m (££)’= 

et, comme la fraction - 1H _ 9x sera évidemment inférieure à limité, il est 

clair que fexpression (19) s’évanouira, pour n = o o. On trouvera, en 
conséquence, pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites —-1 


1/ , \ * x* x } . x* 0 

/( r + -v) _-T""*"’!- \ &c ** • ’ 
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TRENTE-HUITIÈME LEÇON. 

Règles sur la Convergence des Séries. Application de ces Règles à la 
Série de Maclaurin. 

Les équations (6) et (7) [37.° leç.] ne pouvant subsister que dans le cas 
où les séries (2) et (3) sont convergentes, il importe de fixer ies conditions 
de la convergence des séries. Tel est l’objet dont nous allons nous occuper. 

L’une des séries les plus simples est la progression géométrique 
(1) a, ax a , ax 3 , &c.. . . 

qui a pour terme général ax n . Or, la somme de ses n premiers termes, 
savoir, 


.H-**-') = *—- 

' 1 - X 


a a x* 

— x 1 — X 


convergera évidemment, pour des valeurs croissantes de //, vers la limite 
fixe ~r x * si la valeur numérique de la variable x supposée réelle , ou 
je module de la même variable supposée imaginaire est un nombre 
inférieur à l’unité; tandis que, dans le cas contraire, cette somme cessera 
de converger vers une semblable limite. La série (1) sera donc toujours 
convergente dans le premier cas, et toujours divergente dans le second. 
Cette conclusion subsiste, lors même que le facteur a devient imaginaire. 
Considérons maintenant la série 

(2) u 0 , u, , u x y u } , . . . u n , &c.. . . 

composée de termes quelconques réels ou imaginaires. Pour décider si 
elle est convergente ou divergente, on n’aura nullement besoin d’exa¬ 
miner ses premiers termes, que l’on pourra même supprimer de manière à 
remplacer cette série par la suivante 

(3) Um» Um+i * n m+z , &c.. . . , 

ni désignant un nombre aussi grand que l’on voudra. Soit d’ailleurs f„ la 
valeur numérique ou le module du terme général u v ; il est clair que la 
série (3) sera convergente, si les modules de ses différens termes, savoir, 

( 4 ) fmf fm +1 » fm+zt &C.. . 

Leçons de A J. Cauchy. 
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forment à leur tour une série convergente, et qu’elle deviendra diver¬ 
gente, si f n ne décroît pas indéfiniment pour des valeurs croissantes de //. 
Cela posé, on établira facilement les deux théorèmes qui suivent. 

1 . cr Théorème. Cherchera limite ou les limites vers lesquelles converge, tandis 

que n croît indéfiniment, l’expression (f n ) " ; et soit A la plus grande de ces limites . 
La série (2) sera convergente, si l’on a A< 1 ; divergente, si l on a À> 1. 

Démonstration . Supposons d’abord A< 1 ; et choisissons arbitrairement 
entre les deux nombres 1 et A un troisième nombre p>, en sorte qu on 
ait A<^< 1. n venant à croître au-delà de toute limite assignable, les 

plus grandes valeurs de (/«)" ne pourront s’approcher indéfiniment de 
la limite A, sans finir par être constamment inférieures à pc. Par suite, 
il sera possible d’attribuer au nombre entier m une valeur assez considé¬ 
rable pour que, n devenant égal ou supérieur à m, 011 ait constamment 

(/«)"</*» fn < p* n . Alors les termes de la série ( 4 ) seront des nombres 
inférieurs aux termes correspondans de la progression géométrique 

(5) f* m , &c.... ; 

et, comme cette dernière sera convergente [à cause de /*.< 1], on devra 
en dire autant de la série (4), et par conséquent de la série (2). 

Supposons en second lieu A> 1 , et plaçons encore entre les deux 
nombres I et A un troisième nombre pc, en sorte qu’011 ait A>/*>i. 
Si n vient à croître au-delà de toute limite, les plus grandes valeurs de 

( fn) " > en s’approchant indéfiniment de A, finiront par surpasser fu On 

pourra donc satisfaire à la condition [f„Y>pc ou f n >f* n > 1 » P ac des 
valeurs de n aussi considérables que l’on voudra ; et par suite, on trou¬ 
vera dans la série (4) un nombre indéfini de termes supérieurs à l’unité, 
ce qui suffira pour constater la divergence des séries (2), (3) et (4). 

2. c Théorème. Si , pour des valeurs croissantes de n, le rapport ~~~ 
converge vers une limite fixe A, la série (2) sera convergente toutes les fois que 
T on aura A < 1 , et divergente toutes les fois que l’on aura A > 1 • 

Démonstration. Choisissez arbitrairement un nombre e inferieur a la 
différence qui existe entre 1 et A. 11 sera possible d’attribuer à m une 
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valeur assez considérable pour que , n devenant égal ou supérieur à m, ie 
rapport ——demeuré toujours compris entre les deux limites A — e , 

À-+-g. Alors les différens termes de la série ( 4 ) se trouveront compris 
entre les termes correspondais des deux progressions géométriques 

fm> 

f ,n, / w (A-+-g) r /wz(A-t-g) , f m ( A-+- Ê ) 3 , &C. . . . 

lesquelles seront toutes deux convergentes, si Ion a A< i , et toutes 
deux divergentes, si l’on a A> i. Donc, &c.. . . 

Scholie. II serait facile de prouver que la limite du rapport ? 

dans le cas où cette limite existe,, est en même temps celle de l’expression 
[ Voyei XAnalyse algébrique, çhap. VJ. ] 

En appliquant les théorèmes (i) et. (2) à la série de Maclaurin, savoir» 

(6) F(o), J F'(0) , ±F“(o), A^r"(o) , &c... . 

on obtient la proposition suivante. 

3/ Théorème. Soient f„ la valeur numêri que ou le module de Y expression 
F (n) {o)>et A la limite vers laquelle Convergent, tandis que n croît indéfiniment , 

les plus grandes valeurs de ( f„) J r ou tien encore la limite unique [ si cette 
limite existe ] du rapport-— 2 -' La série (6) sera convergente toutes les fois 
que la valeur numérique ou le module de la variable x sera inférieur à \ „ .df 
divergente toutes les fois que la valeur numérique ou le module de x surpassera f 
Exemples * Si Ion prend pour valeurs successives de F(x) 
e* t si.n.v,•. cos*, l(i-hx), (iA-xj^, 
pi étant une quantité constante, les valeurs correspondantes de ;, seront; 

CO , OC , OO ,. I , I • 


Par suite, les séries comprises dans les équations (16), (17)„ (18) de la; 
yj. c leçon, resteront convergentes entre les limites * = — 00 , x=^^.ao n 
c’est-à-dire, pour des valeurs quelconques de *. Au contraire, la série 

; V * U-(p— r ) ..1 OfA—4)' ..t 0 ,_ 

m 1 - - A > r~r ~* * 1 .^3 ’~ n. 3 -...«— A * 

et celle que renferme la formule (zo) [37/ leçon] ne seront conver- 
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gentes, si la variable a < est réelle, qu’entre les limites *=— i, * = -*-1 * 
Nous avons déjà remarqué que la série (6) est réelle, et quelle a pour 
somme F(x), toutes les fois que, la variable a- étant réelle , et la variable z 
étant comprise entre les limites o, a-, l’expression (i4) [37* e leçon] s’éva¬ 
nouit pour des valeurs infinies de /;. Or, cette dernière condition sera évi¬ 
demment satisfaite, si l’expression dont il s’agit est le terme général d’une 
série convergente, ce qui aura lieu, en vertu du 3.® théorème, si, pour des 
valeurs croissantes de 11 , le module ou la valeur numérique du produit 


( 8 ) 


X-P--Î- EH- ,) (£) 
n FM k) 


converge vers une limite inférieure à l’unité. 

Exemple. Soit = (i-+- x )**, désignant une quantité constante. Si 
dans l’expression (8) on remplace 1 par ô*, cette expression deviendra 



et convergera pour des valeurs croissantes de 11 vers une limite de la forme 

_vx Ï ~ H —, limite dont la valeur numérique sera inférieure à l’unité, si 

si l’on suppose a- 4 < 1. On aura donc, sous cette condition, 

( 9 ) = C... 

On prouverait de même que l’équation 

(10) 


subsiste , pour des valeurs réelles ou imaginaires de la constante a, tant 
que la valeur numérique de a- est inférieure au module de J. 

On pourrait croire que la série (6) a toujours F(x) pour somme, quand 
elle est convergente, et que, dans le cas où ses différens termes s’éva¬ 
nouissent I’un après l’autre , la fonction F(x) s’évanouit elle-même. Mais, 
pour s’assurer du contraire, il suffit d’observer que la seconde condition sera 

remplie, si l’on suppose F(r)=r^ , et la première, si l’on suppose 
F(x) = e~* h-. Cependant la fonction e ^ n’est pas identi¬ 
quement nulle, et la série déduite de la dernière supposition a pour 

somme, non pas le binôme t~‘ , mais son premier terme e~ x ‘. 


COURS d’analyse. 


J 53 


TRENTE-NEUVIÈME LEÇON. 

Des Exponentielles et des Logarithmes imaginaires. Usage de ces 
Exponentielles et de ces Logarithmes dans la détermination des 
Intégrales soit définies, soit indéfinies. 

Nous avons prouvé dans la 37.' leçon que I exponentielle A [A 
désignant une constante positive; et x une variable réelle] est toujours 
équivalente à la somme de la série 

xlA xUJAp 


(r) 


1.2.3 


&C. . . . , 


en sorte qu’on a, pour toutes les valeurs réelles de *> 

xlÀ . x'[lAY . x*V4) 


W 


:iH— 


4 - 


■ 4 - 


4 — &c. • • . 


1.2 ' 1 2.3 

D’autre part, comme, en vertu du 3.*' théorème de la 38.' leçon, la 
série (1) reste convergente pour des valeurs imaginaires quelconques de 
la variable x, on est convenu d’étendre l’équation (2) à tous les cas pos¬ 
sibles , et de s’en servir, dans le cas où la variable x devient imaginaire, 
pour fixer le sens de la notation A". Cette convention étant admise, 011 
déduit facilement de l’équation (2) plusieurs formules remarquables que 
nous allons faire connaître. 

D’abord, si l’on prend A=e, l’équation (2) deviendra 

( 3 ) = ' + A + ^ + 

Si l’on pose dans cette dernière x=^£)/-i [z désignant une variable 
réelle ], on trouvera 

et par suite 

On trouvera de même 

Leçons de AJ. Cauchy. Pp 


(4) e lv ^' = cos z *+" l/- 1 Z • 




I 5 A cours d’analyse. 

(5) e~~W-' — cos 1 — Y- [ sin£, 

puis ion conclura des équations (4) et (5) combinées entre elles 



2 


sin 1 = 



Soit, en second lieu, x = (æ-4 -Æ \Y—i ) z> \ a, h désignant deux cons¬ 
tantes réelles]. Alors la série comprise dans le second membre de la 
formule (3) sera précisément celle que Ion déduit du théorème de Ma- 
clauriti, appliqué à la fonction imaginaire e a ^ (cos hi -H sin b^). 
On aura donc 


(7) *(*.+V—*)î ~e a ^ (cos b 1 -+-j /^7 sin b Y) = e ai . e k W~\ 

Cette dernière formule est analogue à l’équation identique e (a ^ b) ^—e a ^.e b ^ % 
de laquelle on la déduirait, mais par induction seulement, en substituant 
à la constante réelle b une constante imaginaire b^/- 7 . Nous ajouterons 
quen s appuyant sur la formule (7), on étend sans peine l’équation 

( 8 ) c*y = e*.e' 

a des valeurs imaginaires quelconques des variables x, y ; et qu’en com¬ 
parant la formule (2) à la formule (3), on en tire, pour une valeur quel¬ 
conque de x, 

(9) A* =z e xl ( A K 

Concevons maintenant que, u et y désignant deux quantités réelles , 
on cherche les diverses valeurs de x propres à résoudre les deux équations 

(10) A x = u-+-v -j/-1 , (11) e x = u-i-v j/-i. 

Ces diverses valeurs seront les divers logarithmes de u -\-v Y , 1.® dans 
le système dont la base est A, 2. 0 dans le système Népérien dont la base 
est e. De plus, comme, en vertu de la formule (9), les logarithmes de 
l’expression a-t-vj/-1 dans le premier système seront égaux aux loga¬ 
rithmes Népériens de cette même expression divisés par l(A), il suffira 
de résoudre l’équation (11). Cela posé , faisons x — ûi-{-fi \A~\ [>, /3 
désignant deux quantités réelles]. La formule (11) deviendra 

e d- h£/Z7 _ . 

puis Ton en tirera e* cos fi = u, e A sin fi = v, et par conséquent 
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(12) «* = (»*-t-v‘) “» 

(13) cos /3 = Vc^v^ ’ sin / 3 = + o ’ 

Or, on satisfait à l’équation (12) par une seule valeur réelle Je et, savoir ; 
et — ~l(ii z -H v a ). De plus, en désignant par n un nombre entier ar¬ 
bitraire, on satisfera aux équations (13) par toutes les valeur de fi com¬ 
prises dans la formule 

( ï 4) fi — 2 n 7r -h arc tang > 

si « est positif, ou dans la suivante 

(1 5) fi = (2//-+-1) 7r-t-arc tang~> 

si « devient négatif. II existe donc une infinité de logarithmes imagi¬ 
naires de l’expression u~\~vY- 1. Le plus simple de tous ces logarithmes, 
dans le cas où la quantité u reste positive, est celui qu’on obtient en 
posant //in o , savoir, ~ /(a 1 H- v x ) - 4 - ]/-i arc tang(^). Ce même 
logarithme qui, pour une valeur nulle de v, se réduit au logarithme réel 
de u, sera celui que nous désignerons par la notation I(u -f- v \/~i) 
[ voye% i ’Analyse algébrique , chap. IX], en sorte qu’on aura pour des va¬ 
leurs positives de u 

(16) /(tf+v Y~i) = -Yl(u z + v')-±- Y~\ arc tang-L. 

Par suite, si r représente une quantité positive , et t un arc réel compris 
entre les limites —— > —> légation 

(17) x hz r(cosf-t-/M sinf) h re ty/ ~‘ 
entraînera la suivante 

(18) /(x) = /(r) - 4 - ty-i. 

Les formules qui servent à différencier les exponentielles et les loga¬ 
rithmes réels subsistent, lorsque ces exponentielles et ces logarithmes 
deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, on reconnaîtra, sans peine, 
que Ton a 1.°, pour des valeurs imaginaires de la variable .v, 

(19) de x = e*Jx, (20) J!(±x)=:£l-, 
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2.° pour des valeurs réelles des variables x,y, £,et des constantes cL,/2>,a,b, 
(21) Je*W^ —e x -Wi /~ 1 [dx+dyV-i), (22) dl[±[x+yY -1)] — > 

(23) dl[ ± {x-^ s/^)] = _^, rf/f±(x-^ / 3 /- 7 )}=-^ > 

( 24 ) z=z e( a + i * r ~ l 'tt (a+bV^i) d^. 

Dans ces diverses formules, on doit adopter, après la lettre l, le signe -+■ 
ou le signe — , suivant que l’expression imaginaire, dont on prend le loga¬ 
rithme Népérien, a une partie réelle positive ou négative. De ces mêmes 
formules, on déduira immédiatement les suivantes 


6) f ( +e ,f t "eW~)U z = 


£ B e [a- 

a^-bV —7 I 1 


«(«-O_J 


(d+V- 0 1 {< l +ty—)T 


lesquelles s’accordent avec les formules établies dans les 28. e et 3 o. e leçons. 

Les exponentielles et les logarithmes imaginaires peuvent encore être 
employés avec avantage dans la détermination des intégrales définies. 
Ainsi, par exemple, U résulte de la seconde des équations (26) que la 
deuxième formule de la page 128 subsiste, quand on y remplace la cons¬ 
tante a supposée réelle par la constante imaginaire a-\-b\/ —1. On 
obtient alors l’équation 

(> 7 ) P ; 

laquelle coïncide avec la troisième de la page citée. De plus, il est clair 
que la formule (18) de la 34. c leçon subsistera encore, si, au lieu de 
prendre pour f(x) une fonction algébrique, on pose successivement 

f(x)=iW^, f( x )=(- x y^r-eW^, 

fx, <7, r désignant trois constantes positives, dont la première reste com¬ 
prise entre les limites o et 2. On trouvera, en conséquence, 

/ ov Z * 00 e axy/ ~ l J r CC cos axdx - 

(28 / -- dx = / -- 1 — TT e a , 

A ' J — 00 1 x d — 00 1 x 


00 (— 


_ r co ./ut \ d x 

e ^~'dx=z j o — ax )ï+?~' x 


M/J 

. . r 00 (-X /Zip f axV -‘ dx _ r 00 sin^p+r^+icos^-arctangr* xdx _ ve— 

\3°) J—ce /(i — rx/n) I+X 1 J o [I/( i-Hr , jr , j] l -H[arctangr^J î 1 +** 
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QUARANTIÈME LEÇON. 

Intégration par Séries. 

Considérons une série 

(i) u o , » • • • • u „> 

dont les différens termes soient des fonctions de la variable .y■; qui res¬ 
tent continues entre les limites = x=r-X. Si, après avoir multi¬ 
plié ces mêmes termes par dx , on les intègre entre les limites dont il 
s’agit, on obtiendra une série nouvelle composée des intégrales définies 

(*) ff u ° dx ’ff *• dx ’f* u ' d *’f* tt > dx ’—% u " dx ’ &c ‘ 

En comparant cette nouvelle série à la première, on établira sans peine 
le théorème que nous allons énoncer. 

i. cr Théorème. Supposons que, les deux limites x 0 , X étant des quantités 
fuies, la série (i ) soit convergente, non-seulement pour x = x Q et pour x—X, 
mais aussi pour toutes les valeurs de x comprises entre x Q et X. La série (2) 
sera elle-même convergente; et, si l’on appelle s la somme de là série {1), la 

série (2) aura pour somme l'intégrale f X sdx. En d’autres termes, l’équation 
s = u Q — p- u { u, H- u } -4- &c. entraînera la suivante 

( 4 ) ffsJx= «Jx+fê U > d * *» &C - 

Démonstration. Soit 

( 5 ) Sn - -+- u._ .-+- 0„-, la somme des » pre¬ 

miers termes de la série (i), et r„ le reste à partir du terme. On aura 

(6) j -H /■„ = «„-H»,-I- «*-+-• • • H-» »-.-*-*»> et 'o* 1 en conclura 

( 7 ) ff dx =ff ujx +fê u ' dx ^fê ujx ^fê 

Or, puisqu’en vertu de la formule (i 4 )[ 2 3 - e leç.] l'intégrale^ r n dx sera 
une valeur particulière du produit r„(X — .v 0 )' correspondante à une 

Leçons Je AJ, Cauchy. Q q 
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valeur cîe * comprise entre les limites .v 0 , X, et que, dans l’hypothèse 
admise, ce produit deviendra nul pour des valeurs infinies de n, il est 
clair qu’on obtiendra l’équation (4), en posant dans la formule (7) 11 = 00. 

Corollaire i. er Si dans la formule ( 4 ) on remplace X par x, on obtiendra 
la suivante 

(8) * s dx * Uodx -hf x dx -+~J~ x * u z dx &c., 

qui restera vraie, comme l’équation (3), entre les limites a = * 0 » x = X. 

Corollaire a/ Supposons que la série (1), étant convergente pour x=x 0 , 
et pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites * 0 , X, cesse 
de l’être pour x=zX, Dans cette hypothèse, les équations (3) et (8) sub¬ 
sisteront encore entre les limites dont il s’agit. J’ajoute que l’équation ( 4 ) 
subsistera elle-même, si les intégrales comprises dansson second membre 
forment une série convergente. En effet, on reconnaîtra sans peine que, 
si cette condition est remplie, les deux membres de l’équation (8) seront 
des fonctions continues de la variable * dans le voisinage de la valeur 
particulière xzzzX [voyez VAnalyse algébrique, page 131], et qu’il suffira 
d’y faire converger a- vers cette meme valeur pour obtenir les deux 
membres de l’équation ( 4 ). Au contraire, l'équation (4) disparaîtra, si les 
intégrales que renferme son second membre forment une série divergente. 

Corollaire3. e Supposons que la série (Y), étant convergente entre les 
limites x = x 0 , x=X, devienne divergente pour la première de ces 
deux limites ou pour toutes les deux. Alors, en désignant par , £ deux 
quantités comprises entre * 0 et X, on obtiendra i’équation 

(9) J g ^ sd* ^ U 0 dx - 4 - ^ U, dx —h- ^ U 1 dx - 4 - &c.. . , 

puis * en faisant converger £ 0 vers la limite ,y q , et £ vers la limite X, 
on retrouvera encore l’équation (4), pourvu toutefois que les intégrales 
renfermées dans son second membre forment une série convergente. 

Cette remarque s’étend aux cas mêmes où les quantités x 0 , X devien¬ 
draient séparément ou simultanément infinies, par exemple, au cas où 
l’on aurait * 0 ==— 00, Xz=: 00. 

Corollaire j..' Si l’on prend //„ = a n x ”, a„ étant un coefficient réel 
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ou imaginaire, si, de plus, on désigne par f n la valeur numérique ou le 
module de a n , et par A la plus grande valeur que reçoive l’expression 

(/„)" quand le nombre n devient infini, la série (i) sera convergente 
\yoye% le 3 . c théor. de la 3 8 . e leç.] entre les limites x = — 7, * = l. 
Donc, en laissant la variable * comprise entre ces limites, et posant 

(10) s zzz a 0 —H a x x — a z x 1 &c.... , on trouvera 

(11) s dx zzz ci 0 x —J— ci , ——H ci t -7— H— &c .. . . 

Cette dernière équation subsistera encore [voyei le coroll. 2.*] pour les 
valeurs particulières xz=z — ~, x = 'n-f-, si ces valeurs particulières ne 
cessent pas de rendre convergente la série ci Q x, -yci.x*, -—a z x 3 t Sic . 

A laide des principes que nous venons d’établir, on pourra développer 
un grand nombre d’intégrales en séries convergentes qui fourniront des 
valeurs de ces intégrales aussi approchées que l’on voudra. C’est en cela 
que consiste Y intégration par séries. On peut meme employer avec avait- 
tage celte méthode d’intégration, pour développer en séries toutes sortes 
de quantités, et souvent ce qu’il y a de mieux a faire, pour y parvenir > 
c’est d’exprimer les quantités données par des intégrales définies aux¬ 
quelles on applique ensuite la méthode dont il s’agit. 

Exemples . Pour développer en séries les fonctions /(i-kv), arctangx, 
arc sinx, oh aura recours aux formules 


’l— X 1 ) 2 dx f , 


/ ■' X dx yx dx y x dx rX 

. — arc S1 n,=y o n 

et, comme on trouvera, entre les limites x =— t , x = n- 1 , 

— = 1 -x-hx^&c., E— = i-x l -t-x*-&c., ( I -X 1 ) " * =1 H* ; *•-* £7 **+ 'rjl * 6 -+- 

l’intégration par séries donnera, entre ces memes limites, 

( I 2) /(. +*)=*- 7 + J arc tangx=x- y + y -&c,arcsinx^x +l y + ^ y + ^7 y +.. 

Si dans les équations (12). on pose x==i, les séries comprises dans les se¬ 
conds membres resteront convergentes, et l’on aura [en vertu du coroll. 2. e ,] 

, . I I “T 1 1 o ’T « > • 1.1 1 I.Î.Ç 1 _ 

( I 0) /(2)=1 _ 1 - &C.,- = I -1-&c.> ~ — M • —l--H 

t'.W't-U—' 2 J 4 JS * *5 2-4 5 2 . 4.6 7 

On démontre facilement [ voyez K Analyse algébrique, page 163] que 
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deux séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes et 
entières de x, ne peuvent donner la même somme, pour de très-petites 
valeurs numériques de x, quautant que les coefficiens des puissances 
semblables de x spnt égaux dans les deux séries. De cette remarque et du 
3.® théorème [38.® leçon] il résulte que, si les deux séries demeurent 
convergentes et fournissent la même somme pour les valeurs réelles de x 
.comprises entre les limites —r, n-r [r désignant une quantité positive], 
elles rempliront les mêmes conditions pour les valeurs imaginaires de x 
dont les modules seront inférieurs à r. Cela posé, on déduira sans peine 
des principes ci-dessus établis le théorème suivant. 

2 . e Théorème. Si, pour les valeurs re'elles de 1 comprises entre les limites 
1 o * Z, et pour les valeurs re'elles de x comprises entre les limites —r, n-r, les 
fonctions f[x,i) et 

04 ) F( X )=f io Z f(x,z)Jz 

sont développables par le théorème de Maclaurin en séries convergentes ordon¬ 
nées suivant les puissances ascendantes et entières de x, si d’ailleurs les sommes 
de ces séries, quand x devient imaginaire, continuent d’étre représentées par 
les notations /(x,^), F(x ), l’équation (14) subsistera pour les valeurs imagi¬ 
naires de x dont les modules seront inférieurs à r. 


Exemple . Comme on a, pour des valeurs quelconques de x, 

*.*= r°°e-r ■*— r°° -w 

J —00 

et par suite, 


{Z+X> Jz = e-‘'f o 00 e-*(r"'+e"')dz, 


05 ) 

on en conclura, en remplaçant x par x j/T?, 

(16) J~ 0 °° e ’ cosiix.di = -ï-Tr^e"**. 

Cette dernière formule, que l’on doit à M. Laplace, est fort utile dans la 
solution de plusieurs problèmes. 


FIN. 
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